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Resumen
El estudio de la geometría analítica y, más concretamente, el de las secciones cónicas ocupa
un importante lugar dentro de la enseñanza de lamatemática de los grados décimo y undécimo
(educación media); sin embargo, preocupa el hecho de que pocas veces se consiguen alcanzar
los objetivos de aprendizaje asociados a estos tópicos debido en parte a que, por un lado, los
estudiantes los encuentran ajenos y abstractos y, por otro, existe la limitante de la pobre asi-
miliación de ciertas destrezas previas (algebraicas, principalmente) por parte de los mismos.
En este documento se presenta una propuesta para enseñanza de las secciones cónicas con
ayuda del software educativo libre GeoGebra. Se trata de un software matemático interactivo
enfocado principalmente en la geometría dinámica que brinda una enorme cantidad de po-
sibilidades para que, tanto docentes como estudiantes, puedan potencializar el estudio de los
diferentes conceptos geométricos tanto en dos como tres dimensiones. En este trabajo se plan-
tea el uso de GeoGebra a través de guías interactivas y simuladores para que los estudiantes
interpreten y construyan los elementos y conceptos pertinentes de las secciones cónicas, así
como de sus propiedades geométricas.
Las actividades fueron cuidadosamente planeadas enfocándose en los aspectos más re-
levantes del estudio de las cónicas y para que los estudiantes pudieran replicarlas e incluso
complementarlas al nivel de su curiosidad y creatividad. Esto permitió a los estudiantes la
asimilación y comprensión de este tema de una manera más práctica y lúdica, lo cual se vio
reflejado en los resultados mostrados y en el nivel de participación y satisfacción expresado
por los mismos.
Palabras clave: Secciones cónicas, geometría analítica, geometría dinámica, GeoGebra, cir-
cunferencia, parábola, elipse, hipérbola.
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Abstract
The study of analytic geometry and, more specifically, the conic sections study occupies
an important place in the teaching of mathematics in the tenth and eleventh grades (middle
school); However, it is a matter of concern that the learning objectives associated with the-
se topics are seldom achieved in part because, on the one hand, students find them alien and
abstract, and on the other, there is the limitation of poor assimilation of certain previous (al-
gebraic, mainly) skills on the part of the same ones.
This paper presents a proposal for teaching conic sections with the help of GeoGebra free
educational software. It is an interactive mathematical software focused mainly on dynamic
geometry that provides an enormous amount of possibilities, so that both teachers and stu-
dents can enhance the study of different geometric concepts in two or three dimensions. In this
work the use of GeoGebra is proposed through interactive guides and simulators, so that the
students interpret and construct the pertinent elements and concepts of the conic sections, as
well as their geometrical properties.
Activities were carefully planned focusing on the most relevant aspects of studying conics
and for students to replicate and even complement them to the level of their curiosity and crea-
tivity. This allowed the students to assimilate and understand this subject in a more practical
and playful way, which was reflected in the results shown and in the level of participation and
satisfaction expressed by them.
Keywords: Conic sections, analytical geometry, dynamic geometry, GeoGebra, circumfe-
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Introducción
La enseñanza de las secciones cónicas constituye un aspecto importante dentro del cu-
rrículo y, en general, de la matemática misma. Aquello que iniciara como una particular herra-
mienta para resolver el problema de la duplicación del cubo permearía varias disciplinas dentro
de la matemática e incluso por fuera de esta —basta solo recordar que Kepler mostraría que las
órbitas de los planetas son, en realidad, elipses y que Galileo encontraría que su ley de la caída
de los cuerpos se corresponde analíticamente con la de una parábola— y encontraría múltiples
aplicaciones debido, principalmente, a sus interesantes propiedades reflectivas.
Si bien el estudio de las cónicas ha cambiado a través del tiempo respondiendo, mayor-
mente, a la evolución misma tanto de las herramientas como de la notación matemática, su
importancia no ha decaído y antes bien, se ha visto enriquecida principalmente por el sur-
gimiento de la geometría analítica (o cartesiana). Éste es precisamente el enfoque que en las
aulas se brinda a este importante tema y que proporciona una cómoda y práctica visión de estas
curvas a través de la comunión de la representación geométrica y la manipulación algebraica.
No obstante, si bien integrar este tema al currículo es simple, no lo es el obtener la esperada
apropiación delmismo por parte de los estudiantes quienes tienden a verlo como algo aislado y
que además involucra destrezas que normalmente no se han asimilado adecuadamente (como
las relacionadas con la manipulación algebraica). Es por esto que urge encontrar métodos y
herramientas que ayuden al estudiante para que pueda apropiarse adecuadamente de los con-
ceptos relacionados con las cónicas y, a la vez, que encuentren en ellas algo útil e interesante, y
también al docente a conseguir los objetivos del aprendizaje asociados con éstas. Este trabajo lo
que plantea es que para resolver este problema de la mejormanera, lo más apropiado es acudir
a la implementación de herramientas de geometría dinámica en el aula (más concretamente
GeoGebra).
GeoGebra es un software matemático interactivo enfocado, como primera medida, en la
creación y manipulación de objetos geométricos, tanto en dos como tres dimensiones. Sus
múltiples bondades (que se describirán con mayor detalle más adelante) lo hacen idóneo para
este proceso en donde se requerirá interactividad constante.
GeoGebra permite no solamente que el docente cree guías interactivas sino que el estu-
diante dé rienda suelta a su curiosidad y creatividad llegando, por su propia cuenta, al hallazgo
de regularidades y a la construcción de conceptos. Asímismo, GeoGebra no sólo es entonces
una herramienta de aprendizaje sino de aplicación en tanto que brinda una gran cantidad de
elementos para la simulación a partir de los conceptos ya adquiridos; es así que, por ejemplo,
un estudiante que ya ha comprendido el concepto y sus propiedades reflectivas puede crear
un simulador de espejo reflector y por ende, aportar a su estudio de la óptica en las clases de
xii
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física (objetos, imágenes, factor de ampliación, etc.), haciendo que este concepto ya no sea algo
abstracto y aislado sino útil y hasta divertido.
Todo lo anteriormente expresado solo es posible toda vez que se brinde un acompañamien-
to guiado pertinente y debidamente planeado. En este documento se presenta una propuesta
de trabajo para la enseñanza de las cónicas con ayuda de GeoGebra planteado a manera de
guías y actividades dirigidas al óptimo aprovechamiento de la herramienta y, ante todo, a la
consecución de los objetivos del aprendizaje de las cónicas.
Este documento de trabajo de grado se presenta organizado en forma de capítulos, los cua-
les se resumen como sigue:
• El capítulo 1 describe el problema de investigación, enfatizando en la formulación del
problema, la justificación de todo el proyecto y, consecuentemente, las preguntas de in-
vestigación que motivarán y guiarán todo el desarrollo de la actividad.
• Los objetivos de la propuesta, tanto general como específicos se describen en el capítulo
2.
• Un tercer capítulo abarca el referente conceptual relacionado con el estudio de las cóni-
cas, enmarcado —principalmente— en la perspectiva histórica de este importante apar-
tado de la geometría analítica.
• En el capítulo destinado al marco teórico (capítulo 4) se hace un acercamiento a los con-
ceptos más pertinentes relacionados con las secciones cónicas. Adicionalmente, se da
cuenta de los elementos más pertinentes de la geometría analítica dado que es el marco
en el que se cuadra el enfoque conceptual dado y, consecuentemente, de GeoGebra como
herramienta eje de todo el proceso.
• Una descripción de cómo se viene enseñando el temade las secciones cónicas es esbozado
en el capítulo 5; se hace una revisión tanto de cómo se hallan planteados estos tópicos —
secciones cónicas y temas relacionados— en los estándares del MEN, como también de
algunas investigaciones y propuestas previas de diferentes autores acerca de la utilización
de herramientas de geometría dinámica dentro del aula para abarcar temas y conceptos
de geometría analítica. Se finaliza con una corta revisión a algunos textos dematemáticas
en donde se abarcan las secciones cónicas.
• En el capítulo destinado a la propuesta didáctica (capítulo 6) se describe el proyecto y las
actividades a realizar para implementar GeoGebra en el estudio de las cónicas. Son 22
actividades que tienen como propósito abarcar todos los tópicos más pertinentes de este
tema, junto con actividades de aplicación.
• Se destina un capítulo para la descripción de la metodología de la propuesta didácti-
ca (capítulo 7), labor llevada a cabo en la Institución Educativa Esteban Rojas Tovar del
municipio de Tarqui (Huila). Se dan detalles con respecto a los recursos (tanto humanos
como tecnológicos) tenidos en cuenta para desarrollar la propuesta, así como también
las actividades de diagnóstico y evaluación empleadas.
• Los análisis y resultados se presentan en el capítulo 8 dando cuenta de todo lo observado
en el desarrollo de la experiencia y presentando datos y estadísticas de todo lo alcanzado.
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• Finalmente, las conclusiones y recomendaciones tienen su capítulo aparte (capítulo 9)
en donde se compendia lo logrado y se presentan algunas reflexiones acerca de todo el
trabajo.
• A manera de anexos se entregan, al final de este documento, el examen diagnóstico apli-
cado, los resultados detallados de los test (expresados gráficamente) y la evidencia foto-
gráfica pertinente de la actividad.
Capítulo 1
Descripción del problema
La enseñanza/aprendizaje de las secciones cónicas siempre ha representado un reto tan-
to para docentes como para estudiantes; por un lado implica, por su misma naturaleza, una
vinculación efectiva entre dos tipos de pensamientos en los que usualmente el estudiante pre-
senta grandes vacilaciones (el geométrico y el variacional) y por otro lado la percepción de que
los conceptos allí manejados carecen de total aplicabilidad siendo propios de una matemática
abstracta y aislada.
Si hay algo que durante mucho tiempo limitó la correcta comprensión y aprehensión de
los conceptos geométricos fue su condición de entes estáticos y, en ocasiones, deformados a
la fuerza en un tablero “frío” y bidimensional (y el cuaderno). A su vez, esto no favorece mucho
la asimilación de ciertos conceptos que desde su misma definición se refieren al cambio y la
variación (me refiero por supuesto a los relacionados con el pensamiento variacional1). A título
de ejemplo, a veces podría pensarse que es casi un milagro que muchos estudiantes compren-
dieron —si de verdad lo hicieron y no se limitaron a memorizar— cómo se comporta la curva
f(x) = A sin(kx + ϕ) + h cuando los parámetros involucrados se modifican, considerando que
en muchos casos no pasaron de graficar (una vez) cada función trigonométrica (en su forma
más pura) en papel milimetrado.
Por si esto fuera poco el pobremanejo del álgebra de lamayoría de los estudiantes juega co-
mo lastre en este proceso ya que aun cuando el estudiante pueda comprender adecuadamente
el contexto geométrico, la representación analítica se quedará pobre y asimismo la consecu-
ción del logro también truncada.
Esta realidad es presenciada por cada profesor de matemáticas cuando orienta los tópi-
cos principales de la geometría analítica y, especialmente, aquellos relacionados con los de las
secciones cónicas; sin embargo, las tecnologías de la información y las comunicaciones (TIC)
pueden ser de gran ayuda para salvar buena parte de esta problemática.
En la Institución Educativa Esteban Rojas Tovar del municipio de Tarqui (Huila) es posible
observar las falencias antes mencionadas pero también con ello la oportunidad de mejora se
hace evidente toda vez que, como en cualquier situación de aprendizaje, siempre ha de bus-
1El pensamiento variacional es aquel tiene que ver con el tratamiento matemático de la variación y el cambio.
Dicho de otra manera, “el pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como unamanera de pen-
sar dinámica, que intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas de tal manera que
covaríen en forma semejante a los patrones de covariación de cantidades de la misma o distintas magnitudes en
los subprocesos recortados de la realidad” (Vasco, 2003).
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carse alternativas para hacer de la matemática algo más vivo y útil, a la vez que divertido y
edificador.
Se tiene pues un problema relacionado con la poca solidez por parte de los estudiantes en
ciertas bases (principalmente algebraicas) necesarias para iniciarse adecuadamente en el estu-
dio de las secciones cónicas y, adicionalmente, se presenta la necesidad de brindar dinamismo
e interactividad a los conceptos geométricos.
1.1 Formulación del problema
En concordancia con lo descrito anteriormente es posible sintetizar la situación anterior
en el contexto específico de interés como sigue:
Los estudiantes de la I.E. Esteban Rojas Tovar del municipio de Tarqui (Huila) presen-
tan dificultades relacionadas con la manipulación de expresiones algebraicas y con la
correcta comprensión de algunos conceptos geométricos importantes. Se precisa enton-
ces buscar estrategias pedagógicas —acordes a las nuevas tecnologías— para solventar
esta dificultad que impide a los estudiantes alcanzar las competencias relacionadas con
la geometría analítica y, más concretamente, el estudio de las secciones cónicas.
1.2 Preguntas diseñadas para la investigación
Durante el planteamiento y desarrollo de este trabajo se presentaron algunas inquietudes
importantes; estas se enuncian a continuación:
• ¿Cuáles son las principales destrezas en el manejo de expresiones algebraicas que re-
quieren los estudiantes para comprender mejor las secciones cónicas?
• ¿En qué conceptos y esquemasmentales relacionados con el pensamiento geométrico los
estudiantes presentanmayores dificultades y que son relevantes para entendermejor las
secciones cónicas?
• ¿Qué preconceptos manejan los estudiantes relacionados con las secciones cónicas y con
qué elementos de su cotidianidad relacionan las palabras “circunferencia”, “parábola”,
“elipse” e “hipérbola”?
• ¿Los estudiantes de grado décimode la I.E. EstebanRojas Tovar de Tarqui (Huila) conocen
o manejan herramientas computacionales para el estudio de la matemática (de manera
más precisa, geometría)?
• ¿Qué tipo de actividades interactivas son las quemejor se adaptan y entregarían losmejo-
res resultados para la correcta comprensión de las secciones cónicas usando GeoGebra?
• ¿Mediante qué tipo de ejemplos y ejercicios mostrar a los estudiantes que la geometría
analítica —y más precisamente las cónicas— son algo útil e interesante para favorecer en
ellos la curiosidad y el espíritu inquisitivo?
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• ¿Cómo medir de la mejor manera el progreso de los estudiantes en la asimilación de los
conceptos y habilidades deseadas, y posteriormente presentar los resultados obtenidos?
1.3 Justificación
Una vez descrito y formulado el problema, y esbozadas las preguntas que orientan esta
propuesta, conviene dar formalidad a los elementos claves que dan sustento y justificación a
la misma como actividad que puede ofrecer múltiples bondades, tanto para profesores como
estudiantes, a la hora de abordar esta importante temática: las secciones cónicas.
Es posible sintetizar los motivos que justifican este trabajo como sigue:
De manera consecuente con los requerimientos de aprendizaje dados por los es-
tándares básicos en competenciasmatemáticas (MEN, 2006), y en concordancia con
las nuevas tecnologías y los nuevos tiempos que obligan adaptar la enseñanza a un
contexto más ágil, dinámico y visual, surge la necesidad de crear propuestas meto-
dológicas que vinculen de manera eficiente las TIC con el aula. En este sentido, la
presente propuesta según la cual se hace uso del software de geometría dinámica
GeoGebra como herramienta clave para la enseñanza de las cónicas en un ambien-
te dinámico e interactivo, resulta no solo viable sino apropiada para conseguir que
los estudiantes asimilen los conceptos claves de esta temática a la vez que mani-
pulan los elementos, varían los parámetros y observan no sólo cómo se modifican
geométricamente las curvas sino también analíticamente sus ecuaciones.
GeoGebra, como herramienta didáctica, no solamente posee una comprobada ca-
lidad sino que también es muy intuitiva y libre (licencia GPL); esto, junto a muchas
otras bondades (versátil, multiplataforma, interactiva, programable, etc.), permite
que se adapte sin problema a los propósitos buscados, permitiendo acercar a los
estudiantes a los conceptos claves sobre las cónicas y además al mundo de la ma-
temática computacional y en general a las nuevas tecnologías.
De estamanera, se considera oportuna y provechosa esta actividad que procura vin-
cular eficazmente las TIC con la enseñanza de la geometría analítica, que se ampara
en una excelente herramienta y se enfoca en desarrollar plenamente las habilida-
des y conocimientos en los estudiantes de acuerdo a los lineamientos y estándares




El objetivo general de este trabajo se enuncia a continuación:
Desarrollar habilidades para el uso e interpretación de las figuras cónicas generadas con
la ecuación de segundo grado, empleando TIC, con estudiantes de décimo de la institu-
ción educativa Esteban Rojas Tovar de Tarqui – Huila.
2.2 Objetivos específicos
• Desarrollar y aplicar un test de ideas previas que permita definir las necesidades de
aprendizaje de los estudiantes.
• Diseñar e implementar guías para fortalecer sus conocimientos de las secciones cónicas
con el uso del programa GeoGebra.




El surgimiento de las cónicas se encuentra directamente relacionado con la resolución de
uno de los problemas más importantes de la antigua matemática griega: la duplicación del
cubo1.
Según cuenta la historia, hacia el año 433 a.C se desató una gran peste en Grecia que redu-
jo su población a la cuarta parte (Ramírez, 2013). Ante este terrible problema, las autoridades
recurrieron a la pitonisa del gran templo de Apolo (el famoso Oráculo de Delfos) para que in-
tercediera ante la deidad para mitigar la plaga. El precio solicitado por el oráculo fue duplicar
el volumen del altar cúbico dedicado al culto de Apolo. Sin embargo, pronto fue claro que du-
plicar la arista del mismo no solucionaría el problema.
Hipócrates de Quío (aproximadamente 470 a 410 a.C) fue el primero en lograr un progreso
real para este problema y lo hizo construyendo medias proporcionales entre segmentos de
longitud a y 2a (Ramírez, 2013). Ahora el turno le correspondería aMenecmo (aproximadamente
380 a 320 a.C, discípulo de Platón y Eudoxo; maestro de Aristóteles y Alejandro Magno) quien,











De la ecuación (3.1) se deduce que y = x2 y que y2 = 2x, o, lo que es lo mismo, y3 = 2x3. Esta
última expresión puede entenderse como que el cubo de lado y tiene un volumen que equivale
al doble del cubo de lado x.
En general, el problema de las dos medias proporcionales entre a y 2a y que consiste en
encontrar x e y tales que a/x = x/y = y/ (2a) tiene por solución la intersección de las curvas
x2 = ay, y2 = 2ax y xy = 2a2 (ver figura 3.1). Las primeras dos las conocemos hoy como
parábolas y la tercera una hipérbola equilátera.
No obstante, Menecmo se refiere a estas curvas como “secciones de un cono” distinguiendo
tres tipos básicos: las que se obtienen de cortar un cono recto, un cono agudo y un cono oblicuo
por un plano perpendicular a la generatriz.
Fue Apolonio de Perga quien consolida el trabajo de Menecmo con el suyo propio y con-
sigue mostrar, entre otras cosas, que no se necesitaban tres conos distintos para formar las
tres cónicas sino uno solo; bastaría solamente variar el ángulo del plano de corte a un cono
1Los otros dos problemas corresponden a cuadrar un círculo y trisecar un ángulo.
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Figura 3.1: Solución al problema de las dos medias proporcionales entre a y 2a.
cualquiera para obtener las mencionadas curvas.
Ahora, gracias a Apolonio, estas curvas recibirían nuevos nombres: la “sección de un cono
circular agudo” (oxitoma) comenzaría a llamarse elipse, la “sección de un cono circular recto”
(ortotoma) ahora sería llamada parábola, y la “sección de un cono circular oblicuo” (amblitoma)
una hipérbola. Estos nombres no fueron fortuitos; de hecho provenían del lenguaje pitagórico
usado en la solución de ecuaciones cuadráticas (ellipsis significa “deficiencia”, parabola “equi-
paración”, e hyperbola “exageración”).
Todo el conocimiento —hasta ese momento— sobre cónicas queda expuesto en el denso
trabajo Las cónicas de Apolonio, compuesto por ocho densos volúmenes en donde ya se men-
cionan términos como focos, vértices, ejes, etc. aún usados hoy en día al hablar de cónicas y
que se considera como uno de los más grandes trabajos sobre matemáticas de la historia2.
Arquímedes e Hipatia fueron algunos otros matemáticos de la antigüedad que se interesa-
ron en las cónicas (Arquímedes dirigió su atención hacia las parábolas), pero el siguiente gran
salto se daría muchos siglos después cuando Johannes Kepler (1571 a 1630) descubriera que las
órbitas planetarias no eran circunferencias sino elipses (primera ley de Kepler) y que Galileo
relacionara la caída de los cuerpos con parábolas.
“Los griegos descubrieron las cónicas en estado salvaje en los conos o cilindros y Apolonio
las cultivó como unmero juego de ingenio. ¿Cuál sería la sorpresa, quince siglos después,
cuando Kepler descubrió que la trayectoria del planeta Marte es elíptica, y Galileo que
la caída de las piedras es parabólica?” (Mandelbrot, 1984)
2El índice de los ocho volúmenes mencionados, expresado en términos modernos vendría a ser el siguiente:
I. Modos de obtención y propiedades fundamentales de las cónicas.
II. Diámetros, ejes y asíntotas.
III. Teoremas notables y nuevos. Propiedades de los focos.
IV. Número de puntos de intersección de cónicas.
V. Segmentos de máxima y mínima distancia a las cónicas. Normal, evoluta, centro de curvatura.
VI. Igualdad y semejanza de las secciones cónicas. Problema inverso: dada la cónica, hallar el cono.
VII. Relaciones métricas sobre diámetros.
VIII. Se desconoce su contenido. Tal vez problemas sobre diámetros conjugados.
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De hecho, el estudio de Kepler fue bastante profundo llegando a considerar posibilidades más
allá de la imaginación y entendimiento de Apolonio para hablar no de tres tipos de cónicas sino
de cinco.
Con el advenimiento del sistema de coordenadas cartesiano gracias a Descartes y Fermat
(siglos XVI y XVII) y el lenguaje algebraico de Francisco Vieta, las secciones cónicas adquieron
una nueva visión e impulso. Muchos nuevos descubrimientos fueron realizados relacionados
con las secciones cónicas; sin embargo, quizá el más significativo fue el del político estadista
holandés (con amplia formación matemática) Jean de Witt (1625-1672) de que todas las ecuacio-
nes de segundo grado en dos variables representan secciones cónicas.
Newton en su Principia también realiza un estudio sobre las cónicas pero enfocado al mo-
vimiento celeste y su ley de gravitación universal (Ramírez, 2013). Edmund Halley (amigo per-
sonal de Newton) también hizo lo propio y descubrió que las órbitas de los cometas también
se relacionaban con cónicas.
Actualmente el estudio de las cónicas no cesa, pero se enfoca más en las aplicaciones prác-
ticas. Tanto así que encontramos cónicas en los faros de los autos, las antenas satelitales, las




Los principios básicos de la Geometría Analítica se establecieron en 1637 cuandoRenéDes-
cartes1 (1596-1650) publicó su famosa obra La Géométrie. Hasta entonces se consideraba que el
álgebra y la geometría eran disciplinas totalmente aisladas, pero gracias a Descartes (y a la
posterior labor de otros matemáticos) fue posible estudiar las figuras geométricas mediante
las técnicas básicas del álgebra y el análisis matemático en un sistema de coordenadas dado.
El sistema de coordenadas propuesto por Descartes y que ahora conocemos como carte-
siano, en su honor, fue clave en el posterior desarrollo del cálculo por parte de Leibnitz y New-
ton. Tanto su sistema de coordenadas como la geometría analítica en símisma, han encontrado
cada vez más aplicaciones en disciplincas cada vez más diversas.
La geometría analítica encuentra su sustento en dos ideas primordiales:
1. A todo lugar geométrico de un sistema de coordenadas puede asociársele una ecuación;
y,
2. a toda ecuación en un sistema de coordenadas dado puede asociársele un conjunto de
puntos (lugar geométrico) que satisfacen dicha ecuación.
Para asimilar este concepto primero hemos de entender que todo punto queda determinado
en un plano cartesiano por un par ordenado (coordenadas de dicho punto) de números reales
a los que llamaremos a partir de ahora abcisa y ordenada, que no son otra cosa que la distancia
a los ejes ordenados. En la figura 4.1 se aprecia un punto P de abcisa a y ordenada b.
Por convención a los ejes ordenados se les suele llamar x (eje de las abcisas) e y (eje de las
ordenadas). Dichos ejes dividen al plano en cuatro sectores o cuadrantes nombrados como I,
II, III y IV como se aprecia en la figura 4.1 teniéndose para ellos que si P (a, b) es un punto del
plano entonces
• si a, b > 0 entonces P está en el cuadrante I;
1Descartes no solo fue matemático; fue un científico muy completo que escribió también sobre diversas disci-
plinas como óptica, meteorología y astronomía. Sin embargo, es en filosofía dondemás se le recuerda a tal punto de
considerársele el “padre de la filosofía moderna”. Varios de sus escritos como Meditaciones metafísicas, el Discurso
del método y Principios de filosofía son aún de lectura obligatoria en todos los cursos de filosofía.
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Figura 4.1: El plano cartesiano.
• si a < 0 y b > 0 entonces P está en el cuadrante II;
• si a, b < 0 entonces P está en el cuadrante III; y
• si a > 0 y b < 0 entonces P está en el cuadrante IV.
El punto (0, 0) se conoce como el origen del sistema de coordenadas cartesianas y se suele
designar con la letra O.
Algunas consideraciones importantes para desenvolvernos mejor en el plano cartesiano
son las siguientes:
• Si P (x1, y1) y Q (x2, y2) son dos puntos del plano entonces el punto M ubicado a igual














2 + (y2 – y1)
2.
(esta expresión es consecuencia inmediata del teorema de Pitágoras)
• Por los puntos P yQ sólo puede pasar una única recta cuya ecuación ha de ser de la forma




(siempre que x1 ̸= x2)
y b es el intercepto (ordenada del punto donde la recta corta al eje y).
Ahora bien, además de la recta existe una infinidad de lugares geométricos del plano xy a los
que se les puede asociar una expresión de la forma F (x, y) = 0. Para el caso del presente trabajo
nos enfocaremos en aquellos donde F (x, y) es un polinomio de grado dos y que tienen una serie
de propiedades interesantes: las cónicas; estudiadas desde la época de los antiguos griegos y
que nos ayudarán a comprender desde el funcionamiento de las farolas de los autos hasta el
movimiento de los planetas y cometas.
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4.2 Geometría dinámica
Con el nombre de geometría dinámica solemos asociar a aquellos entornos computariza-
dos que extienden las posibilidades del estudio de la geometría usando papel, lápiz, regla y
compás añadiendo movimiento e interactividad, además de precisión y reduciendo el costo de
tiempo y esfuerzo. Con un software de geometría dinámica podemos representar de manera
ágil conceptos y propiedades asociadas a las figuras y darles vida en un ambiente controlado
(incluso algunas que en un papel jamás podrían recrearse).
Nick Jackiw y Steve Rasmussen nos brindan la siguiente definición de geometría dinámica:
“En sí es un espacio virtual en el cual se construyen libremente figuras siguiendo una serie de pasos
y donde cada elemento depende uno del otro en relación de lo que se quiera hacer” (Goldenberg y
Cuoco, 1988).
La idea básica consiste pues, en realizar construcciones geométricas (bien sean en dos o
tres dimensiones) y manipular sus diferentes elementosmientras que los demás (junto con sus
características y medidas) responden en tiempo real a las modificaciones realizadas. Existe un
abanico relativamente amplio de programas clasificados como de geometría dinámica (a los
cuales también se les suele llamar “procesadores geométricos”) siendo los que se enumeran a





5. CAR (Regla y compás)
6. CarMetal
7. Geonext
Para el presente trabajo la herramienta seleccionada es GeoGebra debido a, entre muchas
otras, las siguientes razones:
• GeoGebra posee una interfaz cómoda y amigable, con una curva de aprendizaje bastante
suave.
• GeoGebra es software libre, lo que significa que cualquier estudiante puede adquirirlo y
usarlo sin ningún tipo de costo alguno o limitación comercial.
• Su desarrollo es continuo y muy activo, por lo que es posible disponer de nuevas versio-
nes, actualizaciones y correcciones en tiempos reducidos.
• Es altamente personalizable e incluso programable, lo que extiende enormemente sus
posibilidades.
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• Es quizá elmás potente de la lista pues no solo soporta geometría en dos dimensiones sino
también en tres; adicionalmente posee capacidades de cálculo, probabilidad, estadística
y álgebra computacional. Todo esto le permite no sólo ser usado en aulas dematemáticas
(en todos los niveles) sino de física.
• Está disponible para casi todos los sistemas operativos (incluso para dispositivos móviles
Android) lo que lo hace altamente portable.
• Está disponible en una amplia variedad de idiomas, incluyendo el español.
• Posee un amplio reconocimiento internacional avalado por múltiples premios y distin-
ciones.
• En Internet existen incontables grupos de usuarios colaboradores, manuales, tutoriales
(incluyendo en video) y páginas con ejemplos y trabajos de otros usuarios (GeoGebraTube
es quizá la más grande en este sentido y a ella puede accederse desde la página oficial de
GeoGebra).
A continuación profundizaremos sobre esta herramienta.
4.3 GeoGebra
GeoGebra es un paquete de software matemático interactivo desarrollado inicialmente en
2001 porMarkus Hohenwarter (como parte de su proyecto de tesis de maestría) en la Univer-
sidad de Salzburgo. Si bien originalmente fue concebido como una herramienta de geometría
dinámica (categoría a la que aún se le suele asociar), también posee capacidades de cálculo y ál-
gebra computacional, así como de probabilidad y estadística (con ayuda de una hoja de cálculo
propia).
GeoGebra es software libre (licencia GPL) y su desarrollo aún continúa activo alcanzando
actualmente la versión 5 (GeoGebra Wiki, 2016) que reúne, entre otras, las siguientes caracte-
rísticas:
• Calculadora gráfica (vista por defecto) que incluye una consola de entrada, una vista al-
gebraica (con todos los objetos creados expresados analíticamente) y la vista 2D.
• Vista auxiliar 2D para realizar gráficos adicionales de manera independiente.
• Vista de geometría 2D para interactuar con las figuras sin recurrir a las herramientas
algebraicas.
• Vista de trabajo 3D, la cual permite la construcción de objetos tridimensionales (sólidos
y superficies).
• Vista de hoja de cálculo que permite no sólo organizar y calcular datos sino que también
puede interactuar con todas las otras vistas.
• Vista de probabilidad y estadística, la cual permite realizar y representarmúltiples cálcu-
los y análisis de datos.
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• Herramientas de ploteo, interacción, medición y cálculos tanto para objetos 2D como 3D.
• Capacidad de exportación a diferentes tipos de formatos gráficos.
En la figura 4.2 podemos apreciar a GeoGebra en modo 2D en una demostración de la cons-
trucción de un “círculo de nueve puntos”.
Figura 4.2: Vista de GeoGebra.
En la tabla 4.1 se resumen algunos de los datos técnicos más relevantes del proyecto Geo-
Gebra.
Tabla 4.1: Datos técnicos más relevantes de GeoGebra (GeoGebra Wiki, 2016).
GeoGebra
Creador (y líder del proyecto) Markus Hohenwarter
Año de creación 2001
Página web oficial http://www.geogebra.org/
Lema Dynamic Mathematics for Everyone
Categoría Geometría dinámica
Última versión estable 5.0.259.0-3D (Noviembre 11 de 2016)
Lenguaje de desarrollo Java
Sistema Operativo Multiplataforma
Idiomas Aprox. 50 (incluye español)
Licencia GPL
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4.4 Cónicas
4.4.1 Generalidades
Las cónicas pueden estudiarse desde diferentes perspectivas, siendo las más usuales las
siguientes:
• Como lo hiciesen los antiguos matemáticos griegos; es decir, en términos de las curvas
que pueden resultar de cortar un cono por planos (de ahí su nombre).
• Como casos particulares de la ecuación general de segundo grado
Ax2 + Bxy+ Cy2 + Dx+ Ey+ F = 0.
• Como lugares geométricos de puntos que cumplen ciertas características o propiedades
geométricas.
Atendiendo al primer ítem podemos decir que las secciones cónicas son todas aquellas cur-
vas que resultan de las diferentes intersecciones entre un cono y un plano, siempre y cuando
dicho plano no pase por el vértice del cono. Son cuatro: circunferencia, parábola, elipse e hi-
pérbola (como se aprecia en la figura 4.3).
Figura 4.3: Cónicas como intersecciones entre un cono y un plano (circunferencia, parábola,
elipse e hipérbola).
Si consideramos el ángulo de conicidad α (ángulo de inclinación de la generatriz del cono)
y el ángulo β de inclinación del plano respecto al cono tendríamos que si
• β < α lo que tenemos es una hipérbola,
• β = α la sección generada es una parábola,
• β > α se genera una elipse.
El caso particular β > α donde β = 90° (es decir, la elipse es perfectamente perpendicular
al eje del cono) genera una circunferencia.
Ahora, todas las cónicas pueden expresarse en coordenadas cartesianas mediante la ex-
presión
ax2 + 2hxy+ by2 + gx+ fy+ c = 0 (4.1)
que no es otra que la ecuación general de segundo grado para dos variables (x e y) en donde
los parámetros a, b, c, g, f, h son números reales que determinan el tipo de cónica y su posición
respecto al origen. Para ser más precisos si en la ecuación 4.1 se tiene
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• h2 > ab la sección en cuestión es una hipérbola,
• h2 = ab lo que se obtiene es una parábola,
• h2 < ab la curva obtenida es una elipse, y
• a = b y h = 0 se obtiene una circunferencia.
Más detalles sobre esto se precisarán en los apartados siguientes en donde se abordarán
con mayor profundidad cada una de las secciones cónicas.
Adicionalmente, las cónicas como lugares geométricos pueden definirse a partir de una
serie de propiedades sencillas que las determinan sin llegar a ambigüedad. Es así que
• La circunferencia es el conjunto de puntos que equidistan de un punto común llamado
centro.
• La parábola está formada por el conjunto de puntos que se hallan a una misma distancia
de un punto común llamado foco y una recta llamada directriz.
• La elipse es aquel lugar geométrico formado por todos los puntos cuyas distancias a dos
puntos fijos llamados focos al sumarse da un valor constante.
• La hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos cuyas distancias a dos puntos fijos
llamados focos al restarse da un valor constante.
El desarrollo de estas propiedades en términos de las expresiones cartesianas para distancias
entre puntos y puntos y rectas nos lleva a los diferentes casos particulares mencionados de
la ecuación (4.1). En la figura 4.4 se aprecian ejemplos de circunferencia, parábola, elipse e
hipérbola en el plano cartesiano.
Figura 4.4: Las cuatro cónicas en el plano cartesiano.
En los apartados siguientes se dará más detalle al respecto.
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4.4.2 La circunferencia
Para efectos prácticos definiremos la circunferencia como sigue:
Definición 4.1. Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos P (x, y) que equidistan
de un punto fijo C llamado centro de la circunferencia; es decir
d (P,C) = constante.
A dicha distancia fija la llamaremos el radio de la circunferencia (r).
De acuerdo a la definición de distancia cartesiana entre dos puntos del plano, tendríamos
que si el centro tiene por coordenadas C (h, k) entonces
d (P,C) =
√
(x – h)2 + (y – k)2 = r,
o lo que es lo mismo
(x – h)2 + (y – k)2 = r2 (4.2)
que corresponde a la ecuación canónica de la circunferencia (ecuación que puede simplificarse
aún más quedando como x2 + y2 = r2 cuando el centro es el origen).
Tras desarrollar la ecuación (4.2) y simplificar términos tendríamos que toda circunferencia
puede expresarse también en la forma
x2 + y2 + Dx+ Ey+ F = 0 (4.3)
con h = –D/2, k = –E/2 y r =
√
h2 + k2 – F. A la expresión (4.3) se le conoce como la ecuación
general de la circunferencia.
Como ya antes se escribió, la circunferencia puede entenderse también como la sección
que resulta de cortar un cono por un plano de manera perfectamente perpendicular al eje del
cono (como se aprecia en la figura 4.5).
Figura 4.5: La circunferencia como corte de un cono.
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Una circunferencia también puede considerarse como una elipse de excentricidad nula
(elipse con semiejes iguales) y difiere del concepto de círculo en que este es el conjunto de
puntos del plano contenidos en el interior de una circunferencia. Dicho de otro modo, la cir-
cunferencia es el perímetro del círculo.
Un caso especial de la circunferencia es aquella cuyo centro coincide con el origen del plano
cartesiano y cuyo radio es igual a la unidad. Dicha circunferencia recibe el nombre de cir-
cunferencia unitaria o circunferencia goniométrica y es de especial interés en trigonometría. Su
ecuación corresponde a x2 + y2 = 1.
En la figura 4.6 se aprecia una circunferencia genérica de radio r y centro en C (h, k). El
pequeño triángulo sombreado ayuda a dar una idea de cómo la idea de distancia pitagórica
entre dos puntos del plano ayudan a definir la circunferencia y a establecer su correspondiente
ecuación cartesiana (sus catetos son, por supuesto, x – h e y – k, mientras que su hipotenusa es
r).
Figura 4.6: Circunferencia de radio r y centro en C (h, k).
Otras formas para caracterizar de manera analítica a la circunferencia son:
• En forma paramétrica. Si la circunferencia posee centro en C (h, k) entonces{
x = h+ r cos t
y = k+ r sin t
t ∈ [0, 2π)
• En coordenadas polares. Cuando el centro coincide con el origen entonces su ecuación
sería r (θ) = r; pero si su centro está en (s,α) y el radio es c entonces queda como
r2 – 2sr cos (θ – α) + s2 = c2.
• En forma vectorial (R2). La ecuación vectorial de una circunferencia corresponde a r (θ) =
⟨R cos θ,R sin θ⟩, siendo R el radio de la circunferencia y θ el parámetro de la curva.
Algunos elementos importantes de la circunferencia son:
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Centro. Corresponde al punto interior de la circunferencia equidistante a todos los puntos de
la misma.
Radio. Cualquier segmento que une el centro de la circunferencia con algún punto de la mis-
ma.
Cuerda. Cualquier segmento que une entre sí a dos puntos de la circunferencia.
Diámetro. Corresponde a la cuerda de longitudmáxima posible en una circunferencia. Su lon-
gitud equivale a dos veces la longitud del radio.
Arco. Es cada una de las partes de una circunferencia queda dividida por una cuerda cual-
quiera.
Semicircunferencia. Cada uno de los dos arcos limitados por un diámetro. Su longitud es de
π veces la longitud del radio.
Ángulo central. Ángulo cuyo vértice corresponde al centro de la circunferencia y sus lados son
dos radios de la misma.
Ángulo inscrito. Ángulo cuyo vértice es un punto de la circunferencia y sus lados se corres-
ponden con dos cuerdas.
Ángulo semi-inscrito Ángulo con vértice en un punto de la circunferencia, un lado una cuerda
y el otro una recta tangente a la circunferencia (el vértice es el punto de tangencia).
Ángulo interior. Su vértice es un punto interior a la circunferencia.
Ángulo exterior. Su vértice es un punto exterior a la circunferencia.
Es posible establecer relaciones entre una circunferencia y un punto, una circunferencia y
una recta, y entre dos circunferencias en virtud de las posiciones relativas de estos. Es así que
tenemos:
• Entre un punto y una circunferencia:
– Puntos exteriores: Son aquellos para los cuales se cumple que su distancia al centro
de la circunferencia esmayor que el radio de lamisma. Es decir, el puntoA (x0, y0) es




2 > r2 .
– Puntos pertenecientes a la circunferencia: Son aquellos cuya distancia al centro de la
circunferencia coincide con el radio de esta. En otras palabras, son todos aquellos
puntos que satisfacen la ecuación de la curcunferencia en cuestión.
– Puntos interiores: Son aquellos para los cuales su distancia al centro de la circun-
ferencia es menor que radio de la misma. Considerando la notación dada para los
puntos exteriores, para los interiores se cumpliría que (x0 – h)
2
+ (y0 – k)
2 < r2 .
• Una recta, comparada con una circunferencia puede ser:
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– Exterior: Si ningún punto de la recta satisface la ecuación de la circunferencia. Dicho
de otro modo, si la distancia de la recta al centro de la circunferencia es mayor que
el radio de esta.
– Tangente: Si la recta toca a la circunferencia en un único punto. De esto se deduce
que la distancia de la recta al centro de la circunferencia coincide con el radio de la
misma y que el ángulo entre la recta y el segmento trazado desde el centro hasta el
punto de tangencia es de 90°.
– Secante: Si la recta y la circunferencia coinciden en dos puntos; consecuentemente
para que esto ocurra la distancia entre la recta y el centro de la circunferencia debe
ser menor al radio de la misma.
• Dos circunferencias pueden ser:
– Exteriores o disyuntas: si no tienen puntos en común y la distancia entre sus centros
es mayor que la suma de sus radios.
– Tangentes exteriormente: Si comparten un único punto en común y la distancia entre
sus centros es igual a la suma de sus radios.
– Tangentes interiormente: Si comparten un único punto en común y la distancia entre
sus centros es igual a la diferencia absoluta de la medida de sus radios (sus radios
deben tener distinta medida).
– Secantes: Si se cortan en únicamente dos puntos.
– Interiores excéntricas: Si no comparten ningún punto, sus centros son distintos y la
distancia de sus centros es menor al valor absoluto de la diferencia de sus radios.
Dicho de otro modo, una circunferencia está completamente dentro de la otra pero
sus centros no coinciden.
– Interiores excéntricas: Si no comparten ningún punto pero sus centros coinciden.
Dicho de otro modo, una circunferencia es completamente interior a la otra y sus
centros coinciden; entre las dos forman una corona circular.
– Coincidentes: Si tienen el mismo centro y el mismo radio.
Algunos resultados analíticos importantes relacionados con la circunferencia son:
• La longitud de una circunferencia equivale siempre al doble de la longitud de su radio
multiplicado por π; es decir, l = 2πr.
• La medida de la superficie acotada por una circunferencia de radio r equivale siempre al
cuadrado de su radio multiplicado por π; esto es, A = πr2.
• Si se construye un triángulo siendo uno de sus lados un diámetro de la circunferencia
y el vértice restante un punto sobre la misma, dicho triángulo siempre será rectángulo
(segundo teorema de Tales).
• Si dos cuerdas se cortan dentro de una circunferencia, el producto de las longitudes de
los segmentos formados en una es igual al producto de los segmentos formados en la otra
(potencia de un punto).
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• Si se tienen tres puntos cualesquiera no colineales entre síP1 (x1, y1),P2 (x2, y2), yP3 (x3, y3),
entonces existirá una única circunferencia que los contenga y su ecuación vendrá dada
por la relación det (A) = 0 siendo A la matriz
x y x2 + y2 1
x1 y1 x21 + y
2
1 1
x2 y2 x22 + y
2
2 1





En un apartado anterior se mencionó que la parábola corresponde a la sección que se ob-
tiene al intersecar un cono con un plano paralelo a su generatriz (ver figura 4.7). Si bien esta
definición es perfectamente válida, para los propósitos de este trabajo consideraremos la si-
guiente:
Definición 4.2. Una parábola es el lugar geométrico de los puntos P (x, y) que equidistan de
una recta fija llamada directriz y de un punto fijo exterior a ella F llamado foco.
Figura 4.7: La parábola como corte de un cono.
Si bien toda curva del plano xy que pueda ser escrita como ax2+2hxy+by2+gx+ fy+c = 0
con h2 = ab corresponde a una parábola, sólo nos interesaremos en aquellas donde h = 0 y por
tanto a ó b se anulen (no simultáneamente).
Para efectos prácticos reescribiremos este tipo de parábolas como
(x – h)2 = ±4c (y – k) (4.4)
y
(y – k)2 = ±4c (x – h) (4.5)
donde el punto (h, k) corresponde al vértice de la elipse y c a la distancia entre el foco y el
vértice.
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Como norma general se entiende que la ecuación (4.4) describe a todas las parábolas cuyo
eje focal es horizontal (abren hacia la izquierda o hacia la derecha), y que la ecuación (4.5) hace
lo propio para todas las parábolas con eje focal vertical (abren hacia arriba o hacia abajo).
Paramayor claridad consideremos comoejemplo ilustrativo la parábola de ecuación (y – 1)2 =
4 (x – 3) que se aprecia en la figura 4.8. En la gráfica encontramos los siguientes elementos:
• Parábola: Todos los puntos que conforman la curva azul y tiene por ecuación a (y – 1)2 =
4 (x – 3).
• Directriz: Recta vertical δ de ecuación x = 2 y color rojo.
• Vértice: Punto de coordenadasV (3, 1). En este caso corresponde al puntomás cercano a la
directriz δ y, adicionalmente, más a la izquierda de entre todos los puntos que conforman
la parábola.
• Foco: Punto de coordenadas F (4, 1). Todos los puntos de la parábola (como V,A,B,C)
equidistan de F y de la directriz δ.
• Eje focal: Recta horizontal de color ocre y trazo segmentado. Su ecuación es y = 1 y es
perpendicular a δ. Contiene al vértice y al foco; además corresponde al eje de simetría de
la parábola.
Figura 4.8: Parábola de ecuación (y – 1)2 = 4 (x – 3).
Es claro que la parábola del ejemplo se corresponde en ecuación con (4.5) donde h = 3,
k = 1 y c = 1; pues bien, se trata de una parábola cuyo vértice es V (4, 1) cuyo foco se encuentra
a la derecha (por el signo de ±4c) a una unidad del vértice y, consecuentemente, de directriz
vertical que pasa a una unidad a la izquierda del vértice.
El mismo ejercicio puede repetirse para una parábola con ecuación de la forma (4.4) y, en-
contraríamos los resultados que se sintetizan en la tabla 4.2 (Nota: Para efectos prácticos el
signo del término ±4c se le asigna a c).
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Tabla 4.2: Generalidades de la parábola.
Ecuación
(x – h)2 = 4c (y – k) (y – k)2 = 4c (x – h)
Vértice (h, k) (h, k)
Distancia focal |c| |c|
Foco (h+ c, k) (h, k+ c)
Directriz x = h – c y = k – c
Abre hacia
Derecha si c > 0 Arriba si c > 0
Izquierda si c < 0 Abajo si c < 0
Eje focal y = k x = h
Lado recto |4c| |4c|
El lado recto hace referencia al segmento comprendido por la parábola, que pasa por el foco
y es paralelo a la directriz. Su longitud es siempre cuatro veces la distancia focal.
Nótese que si el vértice de la parábola coincide con el origen, las ecuaciones (4.4) y (4.5) se
simplifican a x2 = ±4cy y y2 = ±4cx respectivamente.
Algunas propiedades geométricas importantes de la parábola son:
• Todas las parábolas son semejantes entre sí, difiriendo solo en el factor de ampliación.
• La tangente de una parábola en un punto P biseca al ángulo formado por los segmentos
PF y PP′ siendo F el foco y P′ la proyección de P en la directriz (esta propiedad es muy útil
para construir parábolas con regla y compás o plegando papel).
• Los rayos paralelos al eje focal al reflejarse en la parábola pasarán siempre por el foco. Es-
ta propiedad es de gran utilidad en la construcción de antejas, faros, espejos, captadores
solares, etc.
• Los biólogos han observado que los atunes cuando salen a cazar —sus presas son peces
más pequeños— suelen hacerlo en grupos de 10 a 20 ejemplares organizados en forma
parabólica (abriendo en dirección a su objetivo). Una explicación plausible para este com-
portamiento es que los peces más pequeños atrapados suelen intentar escapar “refleján-
dose” afuera de la parábola pero terminan en realidad dirigiéndose al foco; por supuesto,
esto los convierte a su vez en presas más fáciles para los atunes.
4.4.4 La elipse
En un apartado anterior se hizo mención al hecho de que es posible obtener una elipse a
partir de la intersección de un cono con un plano siempre que el ángulo de corte del plano sea
menor que el ángulo de conicidad (como se aprecia en la figura 4.9).
También, de manera analítica, es posible hablar de elipses en términos de la ecuación ge-
neral de segundo grado para dos variables ax2 + 2hxy+ by2 + gx+ fy+ c = 0 cuando h2 < ab.
Sin embargo, a partir de ahora definiremos a la elipse como lugar geométrico en concor-
dancia con la siguiente afirmación:
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Figura 4.9: La elipse como corte de un cono.
Definición 4.3. Una elipse es el lugar geométrico de los puntos P (x, y) cuya suma de distancias
a dos puntos fijos F1 y F2 (llamados focos) es constante. Esto es,
d (P,F1) + d (P,F2) = constante.
Como se aprecia las elipses son curvas cerradas con dos ejes de simetría.
Para el propósito particular de este documento consideraremos las elipses para las cuales
se cumple que h = 0 en la ecuación (4.1) y que por tanto pueden escribirse como
Ax2 + By2 + Dx+ Ey+ F = 0. (4.6)
La ecuación anterior es conocida como la ecuación general de la elipse (con ejes de simetría
paralelos a los ejes cartesianos). Ha de advertirse que es estrictamente necesario que A ̸= B
pero de igual signo.














Las dos ecuaciones anteriores se conocen como la ecuación canónica de la elipse (con ejes
de simetría paralelos a los ejes cartesianos) y la diferencia entre una y otra radica en la ubica-
ción de los parámetros a y b que a partir de ahora poseen una connotación muy especial: son
las longitudes de los semiejes mayor y menor de la elipse (respectivamente)2.
2Si el centro de la elipse coincide con el origen del plano cartesiano, las dos ecuacionesmencionadas se sintetizan
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Si el término a2 se encuentra como denominador para (x – h)2 entonces se tiene una elipse
con eje mayor paralelo al eje x; de manera análoga, si el término a2 se encuentra como deno-
minador para (y – k)2 se trata de una elipse con eje mayor paralelo al eje y. Los parámetros h y
k hacen referencia a las coordenadas del centro de la elipse, esto es: C(h, k), al igual que en la
circunferencia.
Las elipses poseen dos focos (a los que llamaremos F1 y F2 a partir de ahora), los cuales se
ubican sobre el semieje mayor de la elipse a ambos lados del centro y a una distancia c del
mismo. La relación entre a, b y c es b2 + c2 = a2 (indistintamente si se trata de una elipse con
eje mayor horizontal o vertical).
De hecho, una vez dicho lo anterior podemos complementar la definición dada de elipse
aclarando que el valor constante al que se hace mención es a la longitud del semieje mayor
(distancia entre los dos vértices de la elipse y que numéricamente equivale a 2a).
Figura 4.10: Ejemplo de elipse con eje mayor horizontal.
En la figura 4.10 apreciamos una elipse con centro C (5, 2) y con eje mayor (segmento V1V2)
paralelo al eje de las x; su ecuación será por tanto de la forma (x – h)2 /a2 + (y – k)2 /b2 = 1.
Adicional queda claro que la distancia del centro a sus vértices es de cuatro unidades (valor de
a), y de centro a focos de tres unidades (valor de c). Es así que a = 4, c = 3 y de esta manera
b =
√
42 – 32 =
√







En términos generales podemos resumir las expresiones para determinar de manera sim-
ple los elementos de la elipse como se muestra en la tabla 4.3.
Vale la pena mencionar que, en concordancia con la definición de elipse, para la mostrada
en la figura 4.10 la suma d (P,F1) + d (P,F2) = 8 siempre que P pertenezca a la elipse en cues-
tión. Adicionalmente se aprecia que A y B son los puntos más cercanos al centro de la elipse y,
adicionalmente, se puede deducir que d (A,F1) = d (A,F2) = d (B,F1) = d (B,F2) = a.
El elemento nuevo que se aprecia en la tabla es el de excentricidad, el cual hace referencia a
la medida de redondez (o recíprocamente achatamiento) de la elipse. Para una elipse se tiene
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Centro (h, k) (h, k)
Dirección eje mayor Paralelo al eje x Paralelo al eje y
Long. semieje mayor 2a 2a
Long. semieje menor 2b 2b
Relación entre a, b, c b2 + c2 = a2 b2 + c2 = a2
Vértices V1 (h – a, k) ; V2 (h+ a, k) V1 (h, k+ a) ; V2 (h, k – a)
Focos F1 (h – c, k) ; F2 (h+ c, k) F1 (h, k+ c) ; F2 (h, k – c)
Excentricidad e = c/a e = c/a
que 0 < e < 1 siendo un valor cercano a 0 para una elipse casi redonda3 y cercano a 1 para una
elipse muy achatada.
Etras maneras de representar analíticamente son las siguientes:
• En forma paramétrica (con centro en el C (h, k)):{
x = h+ a cos θ
y = k+ b sin θ
con θ ∈ [0, 2π)









Algunas propiedades y características importantes de la elipse se mencionan a continuación:
• El área encerrada por una elipse de semiejes a y b equivale a A = πab.
• El cálculo de la longitud (o perímetro) de una elipse es un procedimiento un poco más
complejo que requiere el cálculo de integrales elípticas4; sin embargo, existe una apro-
ximación razonable obtenida por el matemático hindú S. Ramanujan según la cual
P ≈ π
(
3 (a+ b) –
√
(3a+ b) (a+ 3b)
)
.
• La cualidad reflectiva principal de la elipse esque cualquier rayo que proveniente de un
foco al chocar con la elipse rebotará de manera que llegue al otro foco.
3De hecho la circunferencia también puede definirse como la cónica de excentricidad 0.





1 – e2 sin2 θdθ
siendo e la excentricidad de la elipse.
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• Johannes Kepler descubrió que las órbitas planetarias no eran circulares (como se pen-
saba hasta entonces) sino elípticas5; Kepler encontró además que el Sol se encontraba en
uno de los focos y que el radio vector del movimiento de cada planeta barría áreas iguales
de la elipse en tiempos iguales.
• Se considera, de manera general, que toda circunferencia es un caso particular de elipse.
• Al transformar el plano (anamorfosis) que contenga una circunferenciamediante las tras-
formaciones de afinidad o de homología, el resultado siemre será una elipse (o una cir-
cunferencia que, como ya se mencionó, también es una elipse).
4.4.5 La hipérbola
En la figura 4.11 se encuentra representada la hipérbola como sección de un cono en donde
el ángulo de conicidad es mayor que el ángulo del plano respecto al eje del cono6.
También, de manera analítica, es posible hablar de hipérbolas en términos de la ecuación
general de segundo grado para dos variables ax2+2hxy+ by2+ gx+ fy+ c = 0 cuando h2 > ab.
Sin embargo, para los propósitos de este documento nos referiremos a la elipse como lugar
geométrico en los términos que siguen:
Definición 4.4. Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P (x, y) cuya diferencia ab-
soluta de las distancias a dos puntos fijos F1 y F2 (llamados focos) es constante. Es decir,
abs (d (P,F1) – d (P,F2)) = constante.
Adicionalmente, hemos de decir que nos enfocaremos solamente en las hipérbolas cuyos
ejes son paralelos a los ejes cartesianos, y por tanto se reducen a la forma Ax2 + By2 + Dx +
Ey+ F = 0 con A ·B < 0, es decir, A y B son distintos de cero pero de diferente signo (esta sería
la forma de la ecuación general de la elipse).













para hipérbolas con eje focal (o transversal) horizontal y vertical, respectivamente7. Dema-
nera similar a la elipse el centro de la hipérbola estaría dado por C (h, k) y 2a la distancia entre
5A continuación se listan las excentricidades de las diferentes órbitas planetarias:
Planeta e Planeta e Planeta e Planeta e
Mercurio 0.2056 Tierra 0.0167 Júpiter 0.0484 Urano 0.0460
Venus 0.0068 Marte 0.0934 Saturno 0.0543 Neptuno 0.0082
6Si bien este tipo de representación es la más habitual, también existe aquella donde se ponen dos conos con el
mismo ángulo de conicidad resultantes de hacer girar la generatriz respecto a un eje. Se suele hacer de esta manera
también en virtud de las dos curvas resultantes de la representación analítica cartesiana.
7Si el centro de la hipérbola coincide con el origen (0, 0) estas ecuaciones se reducen a x2/a2 – y2/b2 = 1 y
y2/a2 – x2/b2 = 1, respectivamente.
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Figura 4.11: La hipérbola como corte de un cono.
los dos vértices (y por tanto a la distancia de centro a vértice); 2b corresponde a la longitud del
eje conjugado (que se explicará más adelante).
Ahora ya podemos complementar la definición dada de hipérbola diciendo que el valor
constante al que se hacía mención es 2a, es decir, para cualquier punto de la hipérbola se
cumple que abs (d (P,F1) – d (P,F2)) = 2a.
Figura 4.12: Ejemplo de hipérbola con centro en el origen y eje focal horizontal.
En la figura 4.12 apreciamos una hipérbola de la forma x2/a2 – y2/b2 = 1, es decir, con
centro en el origen y eje focal horizontal. En ella apreciamos los focos F1 y F2, cada uno a una
distancia c del centro C para la cual se cumple que c2 = a2 + b2. El rectángulo que se aprecia
sombreado corresponde a una construcción auxiliar que nos ayuda a comprender el concepto
de eje conjugado y ayudan a determinar las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola.
La distancia d (AB) es la longitud el eje conjugado y equivale a 2b, mientras que la longitud
entre vértices es 2a. Estos son los dos lados del rectángulo mostrado. Nótese que los vértices
del rectángulo determinan las rectas l1 y l2 que son asíntotas a la hipérbola y por tanto sus
pendientes son b/a y –b/a (para el caso de una hipérbola con eje focal horizontal).
En la tabla 4.4 se destacan las expresiones más relevantes para determinar los elementos
de la hipérbola.
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Centro (h, k) (h, k)
Dirección eje focal Paralelo al eje x Paralelo al eje y
Distancia entre vértices 2a 2a
Distancia entre focos 2c 2c
Longitud eje conjugado 2b 2b
Relación entre a, b, c a2 + b2 = c2 a2 + b2 = c2
Vértices V1 (h – a, k) ; V2 (h+ a, k) V1 (h, k+ a) ; V2 (h, k – a)
Focos F1 (h – c, k) ; F2 (h+ c, k) F1 (h, k+ c) ; F2 (h, k – c)
Ecuaciones de las síntotas y = k± b
a
(x – h) y = k± a
b
(x – h)
Excentricidad e = c/a e = c/a
Para el caso concreto de la hipérbola hay que mencionar el hecho de que su excentricidad
es siempre mayor que la unidad (e > 1).
Hay diferentes maneras de expresar la hipérbola en otros sistemas de coordenadas. Por
ejemplo, en coordenadas polares si la hipérbola posee eje focal horizontal su ecuación sería
r2 = a sec (2θ); mientras que si su eje focal es vertical sería r2 = –a sec (2θ).
También puede escribirse de manera paramétrica como sigue:{
x = a sec t+ h
y = b tan t+ k
t ∈ [0, 2π)
o {
x = a tan t+ h
y = b sec t+ k
t ∈ [0, 2π)
(la primera para hipérbolas con eje focal horizontal, y la segunda para hipérbolas con eje focal
vertical).
Si bien, las hipérbolas no han sido usadas demanera tan generalizada en nuestra cotidiani-
dad, sí hay casos interesantes de la aplicación de la hipérbola, como por ejemplo en complejos
sistemas de radar y detección a saber: durante la Segunda GuerraMundialmiles demicrófonos
fueron ubicados de manera estratégica para ubicar explosiones. Si tres micrófonos detectaban
una explosión, bastaba con determinar las discrepancias en los tiempos de lasmediciones para
establecer —usando hipérbolas— la ubicación exacta del lugar del incidente.
Una peculiaridad geométrica interesante de la hipérbola es que siempre la recta tangente
a la misma en un punto P bisecará el ángulo ∠F1PF2 (donde F1 y F2 son, por supuesto, los
focos de la hipérbola). Como consecuencia de ello se tiene la llamada propiedad reflectora de
la hipérbola: si un rayo se dirige hacia un foco de la hipérbola, la curva lo reflejará hacia el
otro foco. Esta característica es usada en los telescopios reflectores donde el espejo principal
es parabólico pero el secundario es hiperbólico.
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4.4.6 Propiedades reflectivas de las cónicas
Si bien cuando se habló sobre la parábola y la elipse se mencionaron esbozó acerca de sus
propiedades reflexivas, a continuación daremos formalidad mediante los siguientes teoremas:
Teorema 4.1 (Propiedad de reflexión de la parábola). Sea P un punto de la parábola. La recta
tangente a la parábola en el punto P forma ángulos iguales con las rectas siguientes:
1. la recta que pasa por P y el foco, y
2. la recta que pasa por P y es paralela al eje de la parábola.
Teorema 4.2 (Propiedad de reflexión de la elipse). Sea P un punto de la elipse. La recta tangente
a la elipse en el punto P forma ángulos iguales con las rectas que pasan por P y los focos.
Teorema 4.3 (Propiedad de reflexión de la hipérbola). Sea P un punto de la hipérbola. La recta
tangente a la hipérbola en el punto P forma ángulos iguales con las rectas que pasan por P y los
focos.
En la figura 4.13 se aprecia la consecuencia directa de estas propiedades geométricas re-
flectivas de las cónicas:
• Para la parábola todo rayo paralelo al eje al chocar en la parábola rebotará dirigiéndose
al foco (esto es usado por ejemplo en las antenas satelitales).
• En la elipse todo rayo que parta de un foco al rebotar en la elipse rebotará dirigiéndose
al otro foco (esto es usado por ejemplo en los focos de los consultorios odontológicos y
de las salas de cirugía).
• En la hipérbola todo rayo que se dirija a un foco al rebotar en la hipérbola rebotará diri-
giéndose al otro foco (esto es usado por ejemplo en los espejos secundarios de los teles-
copios reflectores).
Figura 4.13: Propiedades reflectivas de las cónicas.
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4.4.7 Las cónicas y los cometas
Ya antes semencionó el hecho de que Johannes Kepler descubrió que las órbitas planetarias
no eran circulares sino elípticas. De hecho, Isaac Newton generalizó esta idea para todos los
cuerpos celestes e incluyó también la posibilidad de órbitas parabólicas e hiperbólicas.
Las órbitas de los cometas puede corresponderse a una elipse, una parábola o una hipér-
bola, y para establecer el tipo de órbita de un cometa recién descubierto lo que se hace es
determinar cuál de las siguientes relaciones se cumple:
1. v <
√
2GM/p (el cometa posee una órbita elíptica),
2. v =
√
2GM/p (el cometa posee una órbita parabólica), ó
3. v >
√
2GM/p (el cometa posee una órbita hiperbólica),
siendo v la velocidad del cometa en el vértice (en m/s), G la constante de gravitación universal




), p la distancia entre un vértice y un foco de la órbita (en m), y
M la masa del Sol (M ≈ 1.991× 1030 kg).
De los 610 cometas identificados hasta 1970, 245 poseen órbitas elípticas (el Halley es quizá
el más famoso de ellos), 295 parabólicas y 70 hiperbólicas. Los cometas con órbitas parabólicas
o elípticas sólo pasan una vez por el Sistema Solar.
4.4.8 Las cónicas y las coordenadas polares
El concepto de excentricidad resulta también muy útil a la hora de definir las cónicas. En
el siguiente teorema se usa dicho concepto para clasificar a los tres tipos básicos de cónicas:
Teorema 4.4. El lugar geométrico de los puntos del plano cuya razón de distancias a un punto
fijo ( foco) y a una recta fija (directriz) es constante es una cónica. La razón constante e es la
excentricidad de la cónica.
1. La cónica es una elipse si e < 1.
2. La cónica es una parábola si e = 1.
3. La cónica es una hipérbola si e > 1.
Es así que podemos hablar de excentricidad no sólo como e = c/a sino también como e =
d (P,F) /d (P, δ) donde P es un punto de la cónica, F es el foco δ es la directriz. Esta nueva idea
nos será muy útil para entender las cónicas en coordenadas polares.
Si bien es cierto que en los apartados anteriores hemos mencionado algunas expresiones
en coordenadas polares para representar las cónicas, estas no son las únicas. Existe, adicional-
mente una manera muy interesante de representar las cónicas en coordenadas polares consi-
derando un foco, la excentricidad de la cónica y su directriz8. En el siguiente teorema se hace
mención a ello:
8A todas las cónicas (no solamente a la parábola) es posible asociársele una directriz, salvo que para el caso de
la circunferencia su directriz se encuentra en el infinito.
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Teorema 4.5. La gráfica en coordenadas polares de una ecuación de la forma
r =
ed
1± e cos θ
o r =
ed
1± e sin θ
es una cónica donde e > 0 es la excentricidad y |d| la distancia del foco situado en el polo y su
correspondiente directriz.
Si consideramos un d > 0 entonces tendríamos que
• si la ecuación involucra al coseno, entonces la directriz de la cónica en cuestión es vertical
y por tanto el eje focal es horizontal (recíprocamente si involucra un seno entonces la
directriz es horizontal y el eje focal vertical);
• si el signo asociado a e cos θ y e sin θ es positivo entonces la directriz está sobre o a la
derecha del foco (recíprocamente si el signo es negativo entonces la directriz está por
debajo o a la izquierda del foco).
Complementando con el apartado anterior, para el cometa Halley su excentricidad es de
e ≈ 0.97 y la longitud del eje mayor de su órbita elíptica es de aproximadamente 36.18 UA (es
decir, 2a = 36.18 UA). Ahora bien, considerando una ecuación de la forma r = ed/ (1 + e sin θ)
y por tanto 2a = 0.97d/ (1 + 0.97) + 0.97d/ (1 – 0.97) tendríamos que d ≈ 1.102 UA y la ecuación
de la órbita del cometa Halley podría escribirse como
r =
1.069
1 + 0.97 sin θ
UA.
En la figura 4.14 podemos apreciar una familia de cónicas de la forma r = ed/ (1 – e cos θ)
para d = 1 y valores de excentricidad e = 0.2, 0.4, 0.6, ..., 2.0. En azul se encuentran las cónicas
para las cuales e < 1 (es decir, elipses); en rojo para e = 1 (una parábola); y en verde para e > 1
(hipérbolas).
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Figura 4.14: Cónicas en el plano polar.
Capítulo 5
Enseñanza de las cónicas
5.1 Las cónicas en los estándares del MEN
El estudio de las cónicas se enmarca, por supuesto, dentro del pensamiento espacial y siste-
mas geométricos.
El Ministerio de Educación Nacional entiende este pensamiento como
“... el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se mani-
pulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos,
sus transformaciones, y sus diversas traducciones o representacionesmateriales.” (MEN,
2006)
Específicamente los estándares delMENdel pensamiento geométrico que hablan de las cónicas
en 10 y 11 son:
• Identifico en forma visual, gráfica y algebraica algunas propiedades de las curvas que se
observan en los bordes obtenidos por cortes longitudinales, diagonales y transversales
en un cilindro y en un cono.
• Identifico características de localización de objetos geométricos en sistemas de repre-
sentación cartesiana y otros (polares, cilíndricos y esféricos) y en particular de las curvas
y figuras cónicas.
• Resuelvo problemas en los que se usen las propiedades geométricas de figuras cónicas
por medio de transformaciones de las representaciones algebraicas de esas figuras.
• Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos matemá-
ticos y en otras ciencias.
• Reconozco y describo curvas y o lugares geométricos.
Si bien la temática como tal se apunta de manera explícita dentro de los estándares para los
grados décimo y undécimo, guarda coherencia vertical con los de algunos grados anteriores y
coherencia horizontal con algunos estándares de otros pensamientos.
Ahora bien, los estándares con los que se guarda coherencia vertical son:
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• Grados 1 a 3:
– Reconozco y valoro simetrías en distintos aspectos del arte y el diseño.
– Realizo construcciones y diseños utilizando cuerpos y fi- guras geométricas tridi-
mensionales y dibujos o figuras geométricas bidimensionales.
• Grados 4 y 5:
– Utilizo sistemas de coordenadas para especificar localizaciones y describir relacio-
nes espaciales.
– Construyo y descompongo figuras y sólidos a partir de condiciones dadas.
• Grados 6 y 7:
– Identifico y describo figuras y cuerpos generados por cortes rectos y transversales
de objetos tridimensionales.
– Predigo y comparo los resultados de aplicar transformaciones rígidas (traslaciones,
rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y reducciones) sobre figuras bi-
dimensionales en situaciones matemáticas y en el arte.
– Resuelvo y formulo problemas usando modelos geométricos.
– Identifico características de localización de objetos en sistemas de representación
cartesiana y geográfica.
• Grados 8 y 9:
– Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las mate-
máticas y en otras disciplinas.
Ahora, los estándares relacionados con las cónicas guardan coherencia horizontal con los si-
guientes estándares dentro del mismo grado undécimo:
• Pensamiento numérico y sistemas numéricos:
– Establezco relaciones y diferencias entre diferentes notaciones de números reales
para decidir sobre su uso en una situación dada.
• Pensamiento métrico y sistemas de medidas:
– Diseño estrategias para abordar situaciones de medición que requieran grados de
precisión específicos.
• Pensamiento aleatorio y sistemas de datos:
– Diseño experimentos aleatorios (de las ciencias físicas, naturales o sociales) para
estudiar un problema o pregunta.
• Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos:
– Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas y las gráficas
de funciones polinómicas y racionales y de sus derivadas.
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5.2 Investigaciones previas sobre la enseñanza de las cónicas y el em-
pleo de herramientas de geometría dinámica
Si bien es abundante el material que pretende ofrecer nuevas visiones y alternativas acerca
de la enseñanza de las cónicas y del uso de herramientas computacionales geométricas, sólo se
destacan a continuación unos pocos que resumen a manera global la intencionalidad de mu-
chos autores y recogen, por decirlo de algunamanera, las opinionesmás destacadas y acogidas
en la academia:
• Diseño de tareas alrededor de las cónicas en geometría analítica desde lo puntual y lo global
usando geometría dinámica (Fernández y Mejía, 2015).
Este trabajo consistió en una serie de actividades (para docentes y estudiantes) de cons-
trucción de cónicas con la ayuda del software Cabri Géomètre a través de la teoría de
situaciones didácticas de Brousseau y la tipología de tareas, llegando a una participación
en la cual no sólo se creaba y/o reforzaba la idea de cónica como lugar geométrico de
puntos con unas características específicas sino que también permitió, mediante las he-
rramientas de medición de la herramienta computacional, a la cuantificación de dichas
propiedades dentro de la continua interacción por parte de los estudiantes.
• Las curvas cónicas en Bachillerato con GeoGebra (López y Recio, 2011).
Este trabajo lo que pretende es que mediante una serie de guías los estudiantes puedan
reconocer los diferentes elementos de las secciones cónicas y sus ecuaciones, enfatizando
en el componente gráfico y la manipuación que permite GeoGebra como herramienta de
geometría dinámica, estimulando la curiosidad y creatividad de los estudiantes y desper-
tando sus habilidades comunicativas mediante la discusión de lo observado e investigado
con espíritu crítico.
• Propuesta metodológica para la enseñanza de las secciones cónicas (Calderón y Peñuela,
2008).
Este trabajo básicamente consiste en la aplicación delmodelo pedagógico de VanHiele en
la enseñanza de las secciones cónicas atendiendo a los niveles de razonamiento crecientes
que van desde un reconocimiento general de cada figura hasta el rigor analítico. Dichos
niveles son: Reconocimiento, análisis, clasificación, deducción formal y rigor; cada uno
de ellos es aplicado a las secciones cónicas en una serie de fases que comprenden: Infor-
mación, orientación dirigida, explicación, orientación libre y, finalmente, integración.
• Cónicas como lugares geométricos: Incorporación de GeoGebra en el diseño de un Objeto de
Aprendizaje (Cuevas et al., 2014).
Se trata de un ejercicio investigativo con el propósito de crear un objeto digital de apren-
dizaje para potencializar la comprensión de las cónicas tanto desde la perspectiva geo-
métrica como algebraica. Mediante la interactividad proporcionada por GeoGebra y la
capacidad de manipulación en tiempo real de los diferentes parámetros de las cónicas se
busca que los estudiantes asimilen de unamejormanera las características y propiedades
de estas figuras y seguidamente realicen el vínculo con las expresiones algebraicas para
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estas. Este trabajo lo que busca en sí es alejar el enfoque meramente algebraico y me-
morístico y consolidar uno donde prime la construcción e interactividad en el ambiente
lúdico propio de los Objetos Digitales de Aprendizaje.
5.3 Las cónicas en los textos de estudio
El tema de las secciones cónicas aparece en prácticamente todos los textos de matemáticas
de grado décimo, los libros de matemática preuniversitaria y en los de geometría analítica.
Sin embargo, considerando el alcance de este trabajo nos concentraremos en los textos de
secundaria y los preuniversitarios.
Con respecto a los textos de secundaria la tendencia es básicamente la misma: dedicar una
unidad temática al tema de geometría analítica, en donde se desarrollan los conceptos bási-
cos de este (plano cartesiano, distancia entre dos puntos, etc.) y se prosigue con la recta y las
secciones cónicas. Con respecto a las secciones cónicas se aprecia que hay coincidencia en el
tratamiento de estas siendo la constante presentar a las cónicas primero como cortes del cono
y luego como curvas asociadas a ecuaciones de segundo grado. Se relacionan los parámetros
de las ecuaciones con características de la curva y a partir de ello se comienzan a plantear ejer-
cicios mecánicos y muy similares para todas las cónicas (i.e. dado centro y un vértice deter-
minar la ecuación de una parábola). El enfoque es básicamente muy repetitivo y memorístico
en donde casi todo se resume a reemplazar o identificar valores de parámetros en una ecua-
ción (o grupo de ecuaciones) y aplicar desarrollo algebraico. El vínculo entre lo algebraico y lo
geométrico es ciertamente muy pobre, pues si bien al comienzo se vinculan someramente los
parámetros en las ecuaciones (canónicas principalmente) con las gráficas, este lazo es cortado
súbitamente pasando exclusivamente a la manipulación algebraica de elementos carentes, casi
siempre, de interpretación geométrica.
Lo relacionado con la aplicabilidad es muy reducido llegando como mucho a unos pocos
ejercicios también muy similares y que no sonmás que la continuación de la mecánica seguida
con anterioridad: se plantea una situación (por ejemplo la curva de un puente colgante) y se
pide determinar la ecuación que describe la curva.
Los libros que se tomaron como referencia para este análisis y que, como se dijo, son muy
similares en cuanto al planteamiento de la temática fueron Nuevas matemáticas 10 (Bautista et
al., 2007), Estrategias matemáticas 10 (Melo y Sánchez, 2003), Misión matemática 10 (Vergara et
al., 2009) e Hipertexto Matemáticas 10 (Ramírez et al., 2010).
En los libros preuniversitarios es posible encontrar un poco más de variedad en cuanto a la
forma de abarcar el tema de las secciones cónicas. Si bien algunos muestran más similitud con
los libros de secundaria, en otros se aprecia un poco demás rigor en cuanto al manejo analítico
(por ejemplo en la deducción de las ecuaciones de cada cónica) y en cuanto a la aplicación
(mayor cantidad de ejercicios relacionados con la aplicación de las cónicas conmayor variedad
también en los grados de dificultad de estos).
Por ejemplo, el libro Matemáticas III con enfoque en competencias (Ibáñez y García, 2010)
se aprecia mucho el mismo enfoque de los textos de secundaria a pesar de que las secciones
cónicas abarcan buena parte del libro (salvo la hipérbola) se omite profundidad y rigor dándose
prioridad al mecanicismo, aunque vale la pena mencionar que trata de vincular de manera
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transversal otras temáticas como el álgebra lineal para resolver algunos problemas. También
es buenomencionar para este documento que es, de los consultados, el quemás dedicó espacio
al aspecto geométrico de relacionar ecuaciones con curvas.
En el libro Matemáticas III: Geometría analítica ( Jiménez, 2011) las cónicas ocupan también
buena parte del documento (salvo la hipérbola) y también se da un tratamiento mayormente
mecánico a todo este tema. Si bien se da un poco más de rigor (por ejemplo se maneja un poco
más la parte de la deducción de las ecuaciones de las cónicas y a fundamentación teórica) y las
aplicaciones aparecen un poco más notorias la mayoría de los ejercicios no dejan de ser muy
mecánicos enfocándose en las ecuaciones y parámetros involucrados.
Por su parte el libro Precálculo con avances de cálculo (Zill y Darren, 2008) es sin duda el más
riguroso de los consultados. Si bien no dedica tanta extensión a las cónicas, sí lo hace conmayor
profundidad y allí se aprecian ejercicios un pocomás complejos que retan al estudiante a llegar
más allá de una simple ecuación cuyos parámetros deben identificarse y sustituirse; asímismo,
es posible también encontrar más ejercicios de aplicación que los anteriores. Sin embargo,
como es de esperarse, exige que el estudiante poseea muy buenos elementos conceptuales y
mayores habilidades en cuanto a la manipulación algebraica.
Otro texto consultado es Precálculo (Gráfico, numérico, algebraico) (Demana et al, 2007), en
el que se dedica un capítulo a la geometría analítica en dos y tres dimensiones que incluye el
tratamiento de las secciones cónicas. Cada una de las cónicas es tratada con brevedad pero
de manera muy clara y relativamente rigurosa. Se plantean varias situaciones de aplicación y
sus ejercicios también son interesantes, muy variados y de un amplio rango de dificultad. Sin
embargo, también apela más a la parte mecánica de la manipulación algebraica.
Vale la pena mencionar que en ninguno de los documentos anteriormente mencionados
(tanto de secundaria como preuniversitarios) se apreció el uso de herramientas computacio-
nales (como graficadores o paquetes de geometría dinámica) para invitar a los estudiantes a
profundizar en cuanto a vincular la parte algebraica con la geométrica de manera verdadera-
mente eficiente (por ejemplo, para relacionar variaciones en los parámetros de las ecuaciones




Si bien algunos tópicos de la geometría analítica se suelen vincular de manera práctica-
mente inmediata con otros dentro de la misma matemática (gráfica de funciones, algunas re-
presentaciones estadísticas, etc.) o de otras disciplinas (gráficas de posición versus tiempo en
física, evolución de precios a través del tiempo en economía, etc.), no ocurre lo mismo con
las cónicas. Como norma general, el aprendizaje de las cónicas es usualmente visto por los
estudiantes como un elemento aislado y sin utilidad, por no mencionar también como tedioso.
Ciertamente ningún estudiante encontraría a la hipérbola —por mencionar un ejemplo—
como un tema atractivo a sabiendas de que la típica forma en que se enseña consiste en 1)
enunciar su ecuación en forma canónica, 2) transformar dicha ecuación canónica en gene-
ral, 3) graficar hipérbolas (de manera muy imprecisa por cierto, ya que casi nunca se realizan
tabulaciones rigurosas sino simples bosquejos a partir de las posiciones relativas de focos y
vértices), y 4) resolver tediosos problemas carentes de sentido práctico que involucran habili-
dades (como manipulación algebraica) que el estudiante ya ha olvidado o simplemente busca
evitar.
La presente propuesta didáctica pretende básicamente algo más ameno, que involucre la
interactividad con ayuda del software de geometría dinámica GeoGebra y que muestre que
las cónicas son más que una simple “curiosidad” geométrica resultante de intersecar conos y
planos sino una interesante y valiosa herramienta para resolver problemas (como en el caso
de la hipérbola que durante la Segunda Guerra Mundial fue usada para detectar explosiones)
y que de hecho el Universo mismo muestra preferencia por las cónicas para el movimiento de
los astros (como las órbitas de planetas y cometas).
La idea es realizar sesiones con interactividades prediseñadas en las que se toque cada uno
de los tópicos relacionados con las cónicas: su definición como lugar geométrico, la deduc-
ción de sus ecuaciones, y algunas situaciones prácticas de uso de estas. En todos los casos se
busca que el estudiante por sí mismo realice manipulaciones de los parámetros involucrados
y analice, a partir de lo mostrado en GeoGebra, cómo estos se manifiestan en cada situación.
Es así que el estudiante ya no verá bosquejos sino gráficas precisas en las que podrá no
solo comprender mejor la significancia de cada parámetro sino establecer relaciones y pre-
dicciones que podrá corroborar de inmediato. Adicionalmente, se motivará al estudiante para
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que conociendo la herramienta (GeoGebra) y ya habiendo comprendido mejor la temática, se
aventure a reproducir por su cuenta las interactividades y crear las suyas propias.
6.2 Secuencia didáctica
La secuencia propuesta está organizada en cuatro unidades correspondientes a cada una
de las cuatro cónicas: circunferencia, parábola, elipse e hipérbola. Asímismo, cada una de estas
unidades involucra un número dado de sesiones (en torno a de una interactividad específica
prediseñada) como se describirá a continuación. El orden esbozado aquí sigue el tradicional
planteado en la granmayoría de textos y que responde al de un creciente grado de complejidad.
Se advierte que cada unidad temática tiene una actividad interactiva de preámbulo a dicha
unidad y que se denomina “Descubriendo la (...)” cuya finalidad es la de sentar algunos con-
ceptos y elementos claves de cada cónica —y en general de la geometría analítica— a la vez
que se hace un reafianzamiento del uso de GeoGebra y sus principales características como
herramienta de geometría dinámica. Para estas actividades se indica a los estudiantes que se
hará uso de la herramienta GeoGebra para realizar una serie de construcciones geométricas
a partir de sus propiedades y los resultados obtenidos serán analizados y discutidos. Las ins-
trucciones para cada actibidad son descritas más adelante y su duración puede variar de entre
media hora a 45 minutos dependiendo de la discusión realizada grupalmente.
6.2.1 Unidad didáctica I: La circunferencia
6.2.1.1 Sesión 0: Descubriendo la circunferencia
Abra nueva sesión de GeoGebra y siga las siguientes indicaciones:
P1. Con la herramienta “Punto” cree un punto de coordenadas (2, 1). Por defecto GeoGebra
llamará a este punto A; renómbrelo como C en el menú propiedades de dicho objeto y
actívele la casilla “Objeto fijo”.
P2. Seleccione la herramienta “Segmento de longitud dada” y señale el punto C. GeoGebra des-
pliegará una ventana emergente solicitando la longitud para dicho segmento y en ella
digite 4 para luego dar clik en “OK” (o presionar Enter).
P3. Renombre los dos objetos creados en el paso anterior de la siguiente manera: r para el
segmento y P para el punto al otro extremo del segmento. Adicionalmente en el menú
propiedades de P active la casilla “Mostrar rastro”.
P4. Dé clic en la herramienta “Elige y mueve” y seleccione al punto P para seguidamente mo-
verlo arbitrariamente alrededor de C.
P5. Responda las siguientes preguntas:
• ¿Qué figura se observa como resultado del anterior paso?
• ¿Qué ocurre con el valor de r cuando P es movido arbitrariamente?
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• Intente establecer una relación matemática que vincule simultáneamete a C, P y r.
(Ayuda: Piense en términos de distancias entre puntos)
P6. Repita los cuatro primeros pasos con otras coordenadas para C y diferentes longitudes
para r. ¿Alguna de las respuestas anteriores se vio modificada?
P7. Suponga, a manera de generalización, que las coordendadas de C corresponden a (h, k) y
las de P a (x, y)—recuerde que C es un punto fijo mientras que P es variable—. Si d (P,C)
es la distancia de P a C entonces podemos afirmar que d (P,C) = r para cualquier punto
de los trazos obtenido en los pasos P4 y P6.
Socialice con sus compañeros la siguiente expresión matemática:
(x – h)2 + (y – k)2 = r2
y discuta con ellos cómo se llega a ella a partir de lo dicho con anterioridad.
P8. En la actividad desarrollada en los anteriores pasos descubrimos cómo crear una circun-
ferencia a partir de su característica más importante. Con base en ello escriba con sus
propias palabras qué entiende ahora por circunferencia y socialice con sus compañeros
su enunciado.





Observaciones A través de esta interactividad se busca que el estudiante
comprenda el concepto de circunferencia como lugar geométrico
de puntos equidistantes de otro punto común (centro).
Esta actividad se apoya en el uso de GeoGebra como herramienta de geometría dinámica
para que mediante la manipulación de ciertos elementos preconstruidos el estudiante pueda
construir su propio concepto de circunferencia.
En el archivo interactivo podemos apreciar básicamente dos puntos (C y P) separados una
distanciaD, de el segmento entre estos (de longitudD por supuesto), una casilla de verificación
para activar el rastro del movimiento del punto P, un cuadro de entrada paramodificar el valor
de D y dos botones para controlar la animación.
Los pasos sugeridos para seguir la interactividad son:
1. Invitar al estudiante a mover el punto P con ayuda de la herramienta “Mover” de GeoGe-
bra y solicitarle que indique a) qué característica posee dicho punto en relación con C,
y b) cuál considera que es la forma que se obtendría si el punto P dejara una marca a su
paso.
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2. Invitar a repetir el ejercicio anterior modificando primero la posición del punto C (al me-
nos ponerlo en otros 2 puntos diferentes de la pantalla). ¿Se modifican las apreciaciones
anteriores?
3. Solicitar al estudiante a activar la casilla de verificación para el “Rastro” y corroborar si
la figura predicha se corresponde con la obtenida.
4. Preguntar a los estudiantes si conocen alguna herramienta usada en geometría a la cual
al girar produce el mismo efecto que el mostrado en la interactividad (por supuesto, el
compás) y seguidamente relacionar los elementosmostrados en la interactividad (puntos
C, P y segmento CP) con los de dicha herramienta.
5. Solicitar al estudiante quemanipule el valor correspondiente a la distancia (D) del cuadro
de entrada y analice cómo se ve afectada la figura con dichos cambios. Puede usar (si así
lo desea) la herramienta de animación dispuesta para ello.
6. Solicitar a los estudiantes que a partir de lo realizado expresen su definición de circun-
ferencia y contrastar con la convenida de circunferencia como lugar geométrico.
En la figura 6.1 se aprecia la interactividad propuesta.
Figura 6.1: Interactividad de Introducción a la circunferencia.
Ejercicio propuesto para el estudiante. Considerando el concepto de circunferencia como
lugar geométrico de puntos equidistantes de un punto común (centro) proponga el siguiente
reto a sus estudiantes:
Si se tiene una circunferencia ya construida pero se desconoce su centro, con cuán-
tos puntos como mínimo podría determinarse el centro de la misma y cómo se
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realizaría este proceso. (Para tal efecto el docente lleva unos cuantos objetos circu-
lares para que el estudiante los plasme en su cuaderno y les determine su centro;
por ejemplo las tapas de un par de frascos, unos vasos, etc.)
Respuesta: Se necesitan mínimo tres puntos y el proceso consistiría en determinar el punto de
intersección de dos mediatrices.
6.2.1.3 Sesión 2: Ecuación de la circunferencia
Item Descripción
Archivo Demo_ecua_circ.ggb
Temáticas Ecuación de la circunferencia, teorema de Pitágoras,
distancia entre dos puntos
Tiempo 20 minutos
Observaciones A través de esta interactividad se pretende que el estudiante
consiga reconocer la construcción de la ecuación de la
circunferencia a partir del teorema de Pitágoras y aplicando
el concepto de distancia entre dos puntos.
Esta actividad contiene una presentación que ilustra cómo deducir la ecuación canónica de
la circunferencia a partir los conceptos de distancia entre dos puntos y el teorema de Pitágoras.
Una vez el estudiante ya ha asimilado la actividad 1 (descrita en el apartado anterior) el estu-
diante con ayuda de la interactividad hecha en GeoGebra podrá, paso a paso, ir construyendo
la ecuación canónica de la circunferencia.
El archivo contiene los siguientes elementos:
• Al lado izquierdo se aprecian pantallazos guiados que van orientando en el desarrollo
matemático de la expresión que involucra los parámetros mostrados en la gráfica. En la
parte inferior se encuentran botones numerados para seguir los pantallazos de la pre-
sentación.
• Al lado derecho, una gráfica que ilustra y ayuda a identificar cada uno de los elementos
mostados y manipulados analíticamente al lado izquierdo.
Los pasos sugeridos para el desarrollo de la actividad son los siguientes:
1. Indagar en los estudiantes qué tanto recuerdan de la expresión matemática que permite
determinar la distancia entre dos puntos en el plano cartesiano.
2. (De ser necesario) Realizar un repaso del concepto y la expresión matemática para la
distancia entre dos puntos del plano.
3. Indagar en los estudiantes acerca del teorema de Pitágoras (lo que afirma este y sus im-
plicaciones geométricas).
4. (De ser necesario) Realizar un repaso rápido del teorema de Pitágoras.
5. Solicitar a los estudiantes que desarrollen la interactividad de manera guiada (siguiendo
la numeración de los pantallazos), aclarando cualquier duda durante el proceso.
En la figura 6.2 se aprecia la interactividad propuesta.
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Figura 6.2: Interactividad de Ecuación de la circunferencia.
Ejercicio propuesto para el estudiante. Con ayuda de la interactividad se planteará el si-
guiente reto a los estudiantes:
Determine la ecuación canónica de aquellas circunferencias que cumplan con los
siguientes requerimientos: a) Su centro debe estar sobre el eje x pero debe pasar
por el origen, b) su centro debe estar sobre el eje y y debe pasar por el origen, y c)
su centro debe estar sobre la recta y = x e igualmente debe pasar por el origen.
Respuesta: a) (x – a)2 + y2 = a2, b) x2 + (y – a)2 = a2 , y c) (x – a)2 + (y – a)2 = 2a2; siendo en
los tres casos a un número real distinto de cero.
6.2.1.4 Sesión 4: Construcción de circunferencias (1)
Item Descripción
Archivo circunferencia2.ggb
Temáticas Circunferencia, centro y radio.
Tiempo 15 minutos
Observaciones A través de esta interactividad se busca que el estudiante consiga
afianzar lo relacionado con la construcción de circunferencias y
cómo se relacionan sus parámetros en la ecuación con la
correspondiente gráfica mediante la manipulación de dichos
valores en la interactividad propuesta.
En el archivo de GeoGebra mencionado el estudiante encontrará dos vistas gráficas; una
de ellas (la de la izquierda) corresponde a la gráfica de una circunferencia de radio r y centro
(h, k) de acuerdo a los valores de dichos parámetros especificados en la segunda vista gráfica
(la de la derecha).
Para que el estudiante pueda interactuar con los valores de los parámetros de la circunfe-
rencia y visualizarlos el estudiante contará con:
• 3 deslizadores: uno para h, otro para k y finalmente un tercer parámetro para r.
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• 4 casillas de verificación, que al ser activadas mostrarán al estudiante la ecuación canó-
nica, ecuación general, centro y radio de la circunferencia construida.
En la figura 6.3 se aprecia una imagen de la interactividad con los elementos mencionados.
Figura 6.3: Interactividad de construcción de circunferencias (1).
Para proceder con la actividad los pasos sugeridos para desarrollar son:
1. Solicite a los estudiantes variar el deslizador para el parámetro h y que indiquen cómo se
percibe en la gráfica dichos cambios.
2. Repetir el paso anterior para el deslizador del parámetro k.
3. Repetir el mismo procedimiento para el deslizador correspondiente a r.
4. Ahora solicitar a los estudiantes activar las casillas de verificación y seguidamente mani-
pular a su antojo cada uno de los tres parámetrosmencionados en los primeros tres pasos
relacionando ahora no sólo dichos valores con la gráfica sino también con las ecuaciones
de la circunferencia.
Nota: También es posiblemover el punto correspondiente al centro en la gráfica de la circunfe-
rencia; los deslizadores responderán a dichamodificación. Puede también decirle al estudiante
que puede realizar este procedimiento si así lo desea.
Ejercicio propuesto para el estudiante. Se sabe que una una circunferencia que además de
pasar por el origen corta al eje de las x en 8 y al eje y en 6. Usando los deslizadores determine
el centro y radio de dicha circunferencia. Trate luego de determinar las ecuaciones canónica y
general para esta y revise sus respuestas activando las casillas de verificación correspondien-
tes. (Respuesta: C (4, 3), r = 5, (x – 4)2 + (y – 3)2 = 25, x2 + y2 – 8x – 6y = 0)
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6.2.1.5 Sesión 5: Construcción de circunferencias (2)
Item Descripción
Archivo circunferencia3.ggb
Temáticas Circunferencia, centro y radio.
Tiempo 15 minutos
Observaciones A través de esta interactividad se busca que el estudiante consiga
afianzar lo relacionado con la construcción de circunferencias y
cómo se relacionan sus parámetros en la ecuación con la
correspondiente gráfica mediante la manipulación de dichos
valores en la interactividad propuesta.
Esta interactividad es, en esencia, prácticamente idéntica a la anterior; difiere, sin embargo,
en la forma en que el estudiante debe interactuar con GeoGebra para construir la circunferen-
cia.
Una vez abierto el archivo el estudiante encontrará dos vistas gráficas: una para ingresar
los parámetros de la circunferencia y activar la vista de las ecuaciones de esta (la vista gráfica
de la izquiera) y otra para visualizar la construcción obtenida (la vista gráfica de la derecha).
En este caso el estudiante el estudiante encontrará:
• Dos cuadros de entrada para introducir centro y radio de la circunferencia a construir;
• Dos casillas de verificación para activar la visualización de las ecuaciones canónica y ge-
neral de la circunferencia.
En la figura 6.4 se aprecia una imagen de la interactividad con los elementos mencionados.
Figura 6.4: Interactividad de construcción de circunferencias (2).
Los pasos sugeridos para la actividad son:
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1. Solicite al estudiante que ingrese en el cuadro de entrada correspondiente al centro di-
ferentes valores de coordenadas para los diferentes cuadrantes y tras dar enter en cada
caso preguntar qué ha observado en la gráfica de la derecha.
2. Solicite ahora al estudiante ingresar diferentes valores (positivos, por supuesto) en el cua-
dro de entrada del radio y análogamente indagar por las variaciones sufridas en la gráfica
de la derecha.
3. Ahora repetir estos dos pasos pero con las casillas de verificación activadas y compa-
rar los valores de los parámetros del centro y radio con la gráfica y con las ecuaciones
mostradas.
Nota: También es posiblemover el punto correspondiente al centro en la gráfica de la circunfe-
rencia; los deslizadores responderán a dichamodificación. Puede también decirle al estudiante
que puede realizar este procedimiento si así lo desea.
Ejercicio propuesto para el estudiante. Con ayuda de la interactividad construya una cir-
cunferencia con centro en (2, –3) y radio 4 unidades; seguidamente determine la ecuación ca-
nónica de la circunferencia y una vez hallada esta corrobore su respuesta activando la casilla de
verificación correspondiente. Ahora, a partir de esta ecuación canónica determine la general
corroborando después con GeoGebra el resultado obtenido. (Respuesta: (x–2)2+(y+3)2 = 16,
y x2 + y2 – 4x+ 6y – 3 = 0)
6.2.1.6 Sesión 6: Ejemplo de aplicación: El efecto Doppler
Item Descripción
Archivo Circunf_Doppler.ggb
Temáticas Efecto Doppler, circunferencia, funciones.
Aplicable a Matemáticas y física.
Tiempo 20 minutos.
Observaciones El estudiante comprenderá no solo mejor la ecuación de la circunferencia
sino también comprenderá la utilidad de la representación geométrica de
fenómenos físicos.
En esta interactividad el estudiante encontrará la representación de un avión que se des-
plaza horizontalmente hacia la derecha con una velocidad v y emite pulsos de sonido cada 1
segundo. Cada pulso corresponde a una circunferencia de radio variable (en función del tiem-
po t) considerando que la velocidad de propagación del sonido corresponde a un valor fijo de
340 m/s. Es por esto que cada circunferencia apreciada en la animación tendrá por ecuación
(x – i · vt)2 + y2 = (340 (t – i))2
donde i corresponde al número del pulso considerando como i = 0 a aquel que se emite en el
instante t = 0 desde la posición considerada como de referencia (el origen (0, 0)).
El estudiante dispondrá de los siguientes elementos para interactuar con la animación:
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• Botones para Iniciar, Detener y Reiniciar la animación.
• Dos cuadros de entrada para indicar el tiempo (en segundos) de la animación y la velo-
cidad (constante en m/s) del avión; estos se complementab con sus respectivas barras
deslizadoras (para manipular estos parámetros a gusto del estudiante).
Un pantallazo de la interactividad previa a la animación se aprecia en la figura 6.5. Allí pueden
contemplarse los botones y controles para los diferentes parámetros.
Figura 6.5: Interactividad de aplicación de la circunferencia: Efecto Doppler (para t = 0, es
decir, previa a la animación)
Una vez el estudiante de clic en el botón Iniciar (o si a su gusto decide manipular el cuadro
de entrada o la barra de tiempo) observará que el avión (fuente sonora) emite pulsos a una
frecuencia dada que se van a percibir de manera diferente delante del avión y detrás por el
efecto Doppler (pulsos más cercanos entre sí delante y más alejados entre sí atrás). Nota: Las
representaciones sinusoidales son agregados para ilustrar aún más este fenómeno.
Se invitará al estudiante a que considere las siguientes posibilidades:
• v = 0,
• 0 < v < 340,
• v = 340, y
• v > 340,
y en cada caso se imagine como observador del fenómeno y lo compare con situaciones simi-
lares de su experiencia personal.
En las figuras 6.6 y 6.7 se aprecian dos de las situaciones planteadas anteriormente. Es po-
sible observar los frentes de onda sonora circulares y la representación de las ondas mismas
frente al avión (sólo para el caso de velocidad subsónica, por supuesto) y tras el avión.
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Figura 6.6: Interactividad de aplicación de la circunferencia: Efecto Doppler (avión a velocidad
subsónica)
Figura 6.7: Interactividad de aplicación de la circunferencia: Efecto Doppler (avión a velocidad
supersónica)
Después de que se ha discutido brevemente este fenómeno y su visualización geométri-
ca interactiva en GeoGebra se invita a que discuta la ecuación planteada y la compare con la
ecuación (x – h)2 + (y – k)2 = r2.
Así mismo, se invita al estudiante a que por su cuenta intente reproducir los pulsos de la
animación; es decir, a que juegue con la ecuación de la circunferencia incluyéndole parámetros
variables.
Ejercicio propuesto para el estudiante. Para determinar el grado de asimilación del fenó-
meno y para retar la capacidad de análisis de los estudiantes haga las siguientes preguntas:
1. ¿Será que si la velocidad del avión se incrementa los radios de los frentes de onda se ha-
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cen cada vez más grandes para instantes específicos? Por ejemplo: ¿los frentes de onda
mostrados para el sonido de un avión que se mueve a 300 m/s son siempre más grandes
que los de un avión que se mueve a 200 m/s?. (Respuesta: No, porque los radios varían
con el tiempo de manera directamente proporcional con la velocidad, y como la velo-
cidad del sonido es constante, para instantes de tiempo específico los frentes de onda
correspondientes para diferentes velocidades del avión han de tener la misma medida)
2. Indique una velocidad del avión para la cual se cumpla que los frentes de onda circulares
sean:
• Concéntricos. (Respuesta: 0 m/s)
• Interiores no concéntricos. (Respuesta: 100 m/s)
• Tangentes. (Respuesta: 340 m/s)
• Secantes. (Respuesta: 400 m/s)
6.2.1.7 Sesión 7: Evaluación (1)
Item Descripción
Archivo EvaluacionCircunferencia1.ggb
Temáticas Circunferencia (ecuación canónica), centro y radio.
Aplicable a Matemáticas.
Tiempo 20 minutos.
Observaciones Se trata de una interactividad de evaluación para determinar el grado de
asimilación de la temática.
En esta sesión el estudiante se encontrará con una interactividad de evaluación en la que
deberá responder correctamente 10 preguntas relacionadas con la circunferencia. El procedi-
miento es básicamente el siguiente:
1. El estudiante abre el archivo de GeoGebra correspondiente a esta evaluación y digita su
nombre en el campo especificado (el cuadro de entrada); una vez hecho esto da clic en la
tecla Enter y aparece la primera pregunta.
2. El estudiante lee el enunciado y responde la pregunta de acuerdo a este llenando los
campos solicitados en el formato de ejemplo. Por cada campo lleno el estudiante ha de
dar enter y la misma interactividad indicará si la respuesta dada es correcta o no. (Es
indispensable que por cada campo se de enter para que el sistema acepte la respuesta
del estudiante.
3. Una vez el estudiante ha respondido de manera correcta los campos solicitados de la
pregunta podrá activar la casilla de verificación de gráfica que le permitirá visualizar la
circunferencia a la que se hacía mención en la pregunta. Asímismo aparecerá un botón
que al ser cliqueado habilitará la siguiente pregunta.
4. Repetir los dos pasos anteriores hasta terminar la evaluación.
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Nota:Durante todo el proceso la interactividad indica al estudiante el número de la pregunta en
que se encuentra, su nota parcial, y permite reiniciar la evaluación dando clic en el botón Ini-
ciar. Aunque la calificación tope es de 5.0 (para las primeras 10 preguntas) el estudiante puede
continuar respondiendo cuantas preguntas desee para afianzar (el sistema genera preguntas a
partir de parámetros aleatorios).
En la figura 6.8 se aprecia la interactividad de evaluación.
Figura 6.8: Interactividad de evaluación (1).
6.2.1.8 Sesión 8: Evaluación (2)
Item Descripción
Archivo EvaluacionCircunferencia2.ggb
Temáticas Circunferencia (ecuación paramétrica), centro y radio.
Aplicable a Matemáticas.
Tiempo 20 minutos.
Observaciones Se trata de una interactividad de evaluación para determinar el grado de
asimilación de la temática.
Esta actividad es en esencia muy parecida a la anterior. La única diferencia radica en la
temática a evaluar ya que en vez de evaluar la ecuación canónica de la circunferencia, se indaga
por el tema de ecuación paramétrica de la circunferencia.
Los pasos a seguir por el estudiante son los mismos descritos en la sesión de evaluación (1)
al igual que la apariencia y funcionalidad de la dicha interactividad.
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6.2.2 Unidad didáctica II: La parábola
6.2.2.1 Sesión 0: Descubriendo la parábola
Abra nueva sesión de GeoGebra y siga las siguientes indicaciones:
P1. En el campo de “Entrada” (pequeña consola de la parte inferior) digite x = 2 y tras dar
Enter automáticamente GeoGebra dibujará una recta vertical que pasa por la abcisa en
el valor 2. Renombre a esta recta como δ (en el recuadro de propiedades para este objeto;
las letras griegas pueden accederse al extremo derecho del mismo campo para digitar el
nuevo nombre).
P2. Con la herramienta “Punto” cree un nuevo punto en (6, 1), renómbrelo como F y active para
este la opción “Objeto fijo”; con esta misma herramienta cree un punto sobre la recta
δ dando clic sobre esta —GeoGebra por defecto lo llamará A—. Nótese que este punto
GeoGebra lo catalogará como auxiliar y sólo puede moverse sobre la recta mas no en
otros puntos del plano.
P3. Ahora usando la herramienta “Perpendicular” cree una recta perpendicular a δ que pase
por A. Esto se consigue tras activar la herramienta y dar clic en el punto A y en la recta δ.
Por defecto GeoGebra llamará a esta recta f.
P4. Ahora seleccione la herramienta “Mediatriz” y cree una recta de este tipo para los puntos F
y A; es decir, con la herramienta seleccionada de clic sobre estos dos puntos. El resultado
es una recta —a la cual GeoGebra llamará g— que equidista tanto de A como de F.
P5. Como siguiente paso seleccione la herramienta “Intersección” para determinar el punto en
el que se intersecan las rectas f y g dando clic sobre estas dos. Al punto hallado GeoGebra
lo llamará B pero para el propósito de esta actividad renómbrelo como P.
P6. Ahora puede ocultar las rectas f y g (en el recuadro de propiedades de cada uno de estos
objetos) y con la herramienta “Segmento” cree dos segmentos: uno de P a F y otro de P a
A. Renombre estos segmentos como PF y PA respectivamente.
P7. Active el trazo para P y mueva el punto A a lo largo de la recta δ observando la curva obte-
nida.
P8. Responda las siguientes preguntas:
• ¿Qué tipo de curva es la que se observa? Describa aquellas características que pueda
apreciar.
• Mientras mueve el punto A observe los valores de PF y PA (ver la vista algebraica de
GeoGebra); ¿qué se aprecia en ellos?
• Intente dar con una relación matemática que describa lo observado. (Piense en tér-
minos de distancias entre puntos y entre punto y recta)
P9. Repita los pasos P1 a P7 con otros valores (para x en el caso de δ, y para F). Incluso intente
con una recta δ de la forma y = k (es decir, horizontal). Con relación a las preguntas del
paso P8, ¿hay alguna modificación?
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P10. La curva obtenida en todos los casos anteriores se conoce como parábola y para ella se
cumple que d (P,F) = d (P, δ). Ahora, escriba con sus propias palabras su definición de
parábola y discuta con sus compañeros su aporte.
6.2.2.2 Sesión 1: La parábola como lugar geométrico
Item Descripción
Archivo Parabola1.ggb
Temáticas Parábola como lugar geométrico.
Aplicable a Matemáticas.
Tiempo 10 minutos.
Observaciones En esta interactividad se introduce el tema de la parábola vista como
lugar geométrico que equidistan de un punto fijo (fijo) y de una recta
(directriz).
En esta sesión se pretende que el estudiante consiga asimilar el concepto de parábola como
lugar geométrico de puntos que equidistan de un punto fijo llamado foco y una recta llamada
directriz. Al abrir la interactividad se encontrará básicamente con una recta horizontal azul
que hará las veces de directriz, un punto D que será el foco, un punto C sobre la directriz y un
punto E cuya característica es que se halla a la misma distancia de D y de la directriz.
El estudiante ha de notar que el segmentoCE es siempre perpendicular a la directriz (detalle
que es clave cuando se habla de distancia de un punto a una recta). En la figura 6.9 se aprecia
una captura de pantalla de esta interactividad.
Figura 6.9: Interactividad: La parábola como lugar geométrico.
Se aprecia además dos botones que controlan la animación automática de la interactividad,
aun cuando el estudiante puede modificar la posición del punto C en la directriz arrastrándolo
a su antojo. Igualmente el punto D (foco) puede ser acercado o alejado de la directriz según el
CAPÍTULO 6. PROPUESTA DIDÁCTICA 52
deseo del estudiante y el docente (incluso puede ser ubicado por debajo de la directriz). Por
último aparece un check box que activa el rastro para el punto E y por ende permite apreciar
la curva deseada: la parábola.
Los pasos que se sugieren para esta interactividad son:
1. Solicite a los estudiantes mover manualmente el punto C e indague en ellos acerca de su
apreciación con respecto al punto E, y por supuesto, a los segmentos CE y DE de color
naranja.
2. Pida a los estudiantes repetir el proceso anterior pero con el check boxdel rastro activado.
Pídales describir la mayor cantidad de características observables de esta curva.
3. Ahora repita los pasos anteriores pero solicitando a los estudiantes ubicar el puntoDmás
lejos o más cerca de la recta (incluso ubicándolo por debajo de esta).
4. Indique a los estudiantes que esas características observadas determinan la curva co-
nocida como parábola e invítelos a establecer una definición formal considerando los
nombres especiales que tienen el punto D y la recta azul.
5. Permita a los estudiantes jugar un par deminutosmás con la interactividad y recuérdeles
la posibilidad de la animación automática con los botones.
Una vez hecho todo lo anterior ya es posible invitarlos a razonar aún más proponiéndoles el
siguiente reto:
Ejercicio propuesto para el estudiante. ¿Bajo qué cunstancias es posible obtener la distancia
más corta entre D y E y entre C y E? (Respuesta: cuando C, E y D son colineales)
Indíquele a los estudiantes que la recta que contendría a estos tres puntos en dichas cir-
cunstancias tiene un nombre especial (eje de simetría o eje focal) y que esta a su vez determina
una característica más de la parábola (su simetría).
6.2.2.3 Sesión 2: Demostración de la ecuación de la parábola
Item Descripción
Archivo DemoEcuParab.ggb
Temáticas Parábola, distancia entre dos puntos, distancia entre un punto y una recta,
ecuación de la parábola.
Aplicable a Matemáticas.
Tiempo 20 minutos.
Observaciones A través de una serie de pasos ordenados el estudiante podrá, con ayuda de
esta interactividad, comprender cómo es posible hallar la ecuación de una
parábola a partir de los conceptos de distancia entre dos puntos y entre
un punto y una recta.
El propósito de esta interactividad no es otro que el de guiar al estudiante durante el pro-
ceso de construcción de la ecuación canónica de una parábola (de directriz vertical) a partir de
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los dos conceptos clave que la determinan a la hora de hablar de ella como lugar geométrico:
distancia entre dos puntos y distancia entre un punto y una recta.
La interactividad cuenta con dos partes bien diferenciadas:
• A la izquiera se aprecia una vista gráfica en donde se irán desarrollando cada uno de los
pasos analíticos necesarios para llegar a la ecuación buscada, y
• a la derecha una vista gráfica en donde se irá apreciando la representación geométrica
de lo explicado.
En la figura 6.10 se aprecia una captura de pantalla de esta interactividad. Vale la pena desta-
car el hecho de que en la vista gráfica de la izquierda (azul) se aprecian una serie de botones
numerados que cumplen la importante función de navegación a lo largo de la interactividad.
Figura 6.10: Interactividad: Demostración de la ecuación de la parábola.
Los pasos sugeridos a la hora de aplicar esta sesión son los siguientes:
1. Pregunte a sus estudiantes qué recuerdan de los conceptos de distancia entre dos puntos
y de distancia entre un punto y una recta. De ser necesario, haga un rápido repaso de
estos.
2. Tras abrir el archivo solicite al estudiante dar clic en el botón 1 para iniciar la interactivi-
dad y seguidamente los botones 2, 3, etc. mientras va acompañando con las explicaciones
y aclaraciones pertinentes.
3. En cada paso pedir al estudiante que relacione cada elemento de la gráfica de la derecha
con los parámetros de las ecuaciones escritas en la vista de la izquierda.
4. Si alguno de los pasos involucra un desarrollo algebraico (por ejemplo expandir una ex-
presión de la forma (a + b)2) pedir a los estudiantes que lo intenten primero y luego
comprobar con la interactividad.
Finalmente, como ejercicio adicional, plantear a los estudiantes el siguiente reto:
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Ejercicio propuesto para el estudiante. Mediante un procedimiento similar al planteado en
la interactividad, determinar la ecuación canónica de una parábola que abra hacia arriba (eje
focal vertical y p > 0). La ecuación a la que se debe llegar es (x – h)2 = 4p (y – k).
6.2.2.4 Sesión 3: Los elementos de la parábola
Item Descripción
Archivo Parabola2.ggb
Temáticas Parábola, elementos de la parábola, ecuación de la parábola.
Aplicable a Matemáticas.
Tiempo 15 minutos.
Observaciones En esta interactividad se introduce al estudiante en los elementos de la
parábola y cómo ellos determinan la forma de la misma y a la vez la ecuación
de esta.
En esta sesión se busca profundizar los conceptos vistos en la sesión anterior mediante una
interactividad en la que el estudiante podrá no sólo conocer los elementos de las parábolas sino
enmarcarlos en un sistema de referencia (cartesiano) y manipular sus valores y ver cómo esto
afecta a la parábola.
La interactividad está dividida en dos vistas gráficas: una para los controles y elementos
interactivos (la de la izquierda) y otra para la visualización de la parábola (la de la derecha).
Los controles y elementos de manipulación son:
• Dos selectores para escoger entre si se va a trabajar con una parábola con eje focal para-
lelo al eje x, o con eje focal paralelo al eje y.
• Tres deslizadores (h, k y p) que permiten manipular las coordenadas del vértice (h, k) de
la parábola y la distancia entre foco y vértice (valor de p). Vale la pena mencionar que el
signo de p determina la posición relativa del vértice con respecto a la directriz.
• Siete casillas de verificación que permiten al estudiante visualizar los valores de los pa-
rámetros indicados (diferentes elementos de la parábola) y las ecuaciones canónica y ge-
neral de la misma. Cada casilla de verificación activada también activa el elemento de la
parábola en la vista gráfica de la derecha.
En la figura 6.11 se aprecia una captura de pantalla de la interactividad mencionada.
Los pasos sugeridos a la hora de desarrollar la sesión con la interactividad son los siguien-
tes:
1. Solicitar a los estudiantes que, una vez abierto el archivo, seleccionen “Parábola con eje
focal paralelo al eje x” y comiencen a manipular los deslizadores h, k y p (sin activar aún
ninguno de las casillas de verificación inferiores). Preguntar: ¿Cómo afectan los cambios
a estos valores a la gráfica de la parábola?, ¿cuál parámetro determina la dirección en que
abre la parábola?, etc.
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Figura 6.11: Interactividad: Los elementos de la parábola.
2. Solicitar ahora al estudiante activar las casillas de verificación para que trasmanipular los
deslizadores pueda apreciar de manera más completa qué cambios ocurren en la gráfica
y en las ecuaciones y cómo los parámetros involucrados se relacionan con una y otra (por
ejemplo: identificar cómo los valores de h, k y p se ubican en la ecuación canónica, o el
por qué del lado recto siempre sería 4 veces p, etc.).
3. Repetir los dos pasos anteriores pero para una “Parábola con eje focal paralelo al eje y”.
Como paso final proponer a los estudiantes el siguiente reto:
Ejercicio propuesto para el estudiante. Se sabe que hay una parábola que abre hacia abajo,
su foco se encuentra exactamente sobre el origen y la directriz corta al eje y en 6. Usando la
interactividad ymanipulando los deslizadores para h, k y pdetermine la coordenada del vértice,
la medida del lado recto, y las ecuaciones canónica y general de la parábola. (Respuesta: V(0, 3),
LR = 12, x2 = –12(y – 3), x2 + 12y – 36 = 0)
CAPÍTULO 6. PROPUESTA DIDÁCTICA 56
6.2.2.5 Sesión 4: Ejemplo de aplicación: Espejo parabólico
Item Descripción
Archivo Parabola_espejo.ggb
Temáticas Espejos curvos, óptica, parábola.
Aplicable a Matemáticas y física.
Tiempo 15 minutos.
Observaciones El estudiante comprenderá no solo mejor las propiedades reflectivas de las
parábolas sino que asimilará mejor cómo es que en efecto un espejo curvo
puede producir imágenes tanto reales como virtuales, ampliadas o
reducidas, y reales y virtuales. El estudiante apreciará la utilidad de las
simulaciones geométricas en física.
El propósito de esta simulación es corroborar con la ayuda de GeoGebra las propiedades
reflectivas de la parábola y, en el proceso, entretenerse manipulando la herramienta para in-
troducirse en los conceptos de física relacionados con la óptica (más completamente con el
fenómeno de la reflexión de la luz en espejos parabólicos).
Se invita al estudiante para manipule los puntos A y B que definen al objeto (segmento
azul) los cuales controlan la posición del objeto (el botón A) y su tamaño (botón B). Se les pide
contemplar diferentes posibilidades (objeto más allá del foco, sobre el foco, y entre el vértice y
el foco) y analizar lo que ocurre con la imagen (segmento rojo A′B′).
Adicionalmente la interactividad cuenta con un deslizador que permite modificar la dis-
tancia focal (deslizador c). También debe invitarse al estudiante a modificar la distancia focal
para que este pueda observar y discutir lo que ocurre con la imagen formada (si se amplía o
reduce, o se acerca o aleja).
En las figuras 6.12 y 6.13 se aprecia la interactividad destacándose dos situaciones diferentes:
objeto más alejado del foco, objeto entre el vértice y el foco. En la primera situación lo que
se obtiene es una imagen real, invertida y más pequeña; en la segunda, una imagen virtual,
derecha pero ampliada.
En todo el proceso ha de invitarse al estudiante a que manipulando distancias y tamaños
del objeto verifice las propiedades reflectivas de la parábola, y a que posteriormente intente
reproducir él mismo esta interactividad usando la herramienta de construcción de parábolas
con la que cuenta GeoGebra (en cónicas) y las herramientas de reflexión.
Ejercicio propuesto para el estudiante. En este apartado se propone un ejercicio a manera
de reto para que el estudiante razone a partir (y con ayuda) de la interactividad. Para este
caso proponga al estudiante que trate de establecer relaciones de proporcionalidad (directa o
inversa) entre:
• Tamaño de la imagen (A′B′) y tamaño del objeto (AB). (Respuesta: Proporcionalidad direc-
ta)
• Tamaño de la imagen (A′B′) y distancia del objeto al foco (FA). (Respuesta: Proporcionali-
dad inversa)
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Figura 6.12: Interactividad de aplicación de la parábola: Espejo parabólico (objeto más allá del
foco)
Figura 6.13: Interactividad de aplicación de la parábola: Espejo parabólico (objeto entre el vér-
tice y el foco)
• Tamaño de la imagen (A′B′) y distancia focal (valor de c, o segmento VF). (Respuesta: Pro-
porcionalidad direct
6.2.3 Unidad didáctica III: La elipse
6.2.3.1 Sesión 0: Descubriendo la elipse
Abra nueva sesión de GeoGebra y siga las siguientes indicaciones:
P1. Con la herramienta “Punto” cree dos puntos nuevos en las coordenadas (1, 1) y (9, 1). A
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estos renómbrelos como F1 y F2 , respectivamente, ya que serán los “focos” de nuestra
figura (Nota: Para lograr esto escriba F_1 y F_2 según el caso). Adicionalmente para estos
dos puntos active en sus propiedades la opción de “Objeto fijo”.
P2. Advierta que la distancia entre estos dos puntos es de 8 unidades; de esta manera consi-
deremos una longitud un poco mayor: 12 unidades, la cual será considerada, a partir de
ahora un elemento clave para nuestra figura y a la cual llamaremos “longitud del semieje
mayor” o SEM.
Crearemos un deslizador al cual llamaremos r1 (para ello basta simplemente con digitar
r_1 en la consola de entrada de la parte inferior y GeoGebra automáticamente preguntará
si desea crear un deslizador; confirmamos dando clic en el botón “Crear deslizador”).









Básicamente consiste en que el límite inferior sea lamitad de la diferencia entre el semieje
mayor y la distancia entre los focos (en nuestro caso (12 – 8) /2 = 2), mientras que el límite
superior sea la distancia entre los focos más el valor del límite inferior (en nuestro caso
8 + 2 = 10); esto es, mínimo 2 y máximo 10.
P3. Seleccionar la herramienta “Circunferencia (centro, radio)” y crear dos circunferencias: una
con centro en F1 y radio r1 y otra centrada en F2 y radio 12 – r1.
P4. Ahora seleccione la herramienta “Intersección” para hallar los puntos en que se cortan las
dos circunferencias anteriores. Simplemente con esta herramienta activada dar clic so-
bre las dos circunferencias y aparecerán dos puntos de intersección (A y B). Mueva el
deslizador para corroborar esto y cómomientras una circunferencia se hace más grande
la otra se achica.
P5. En las propiedades de las circunferencias desactive la visualización (es decir, ocúltelas)
ya que no son necesarias. Ahora cree dos segmentos, uno de F1 a A y otro de F2 a A y
renómbrelos respectivamente como d1 y d2.
P6. En la consola inferior cree una nueva variable llamada SEM como sigue: SEM=d_1+d_2.
Active el trazo para los puntos A y B y proceda a mover el deslizador en todo su rango.
P7. Responda las siguientes preguntas:
• ¿Qué tipo de figura aprecia? Trate de describir con sus palabras sus principales ca-
racterísticas.
• ¿Qué pasa con el valor de SEMmientras el deslizador es movido? (Ver la vista alge-
braica de GeoGebra)
• Suponga un punto P cualquiera de la curva obtenida y exprese, en términos de dis-
tancias a los focos F1 y F2 la regularidad observada.
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P8. Repita el procedimiento anterior con otros puntos como focos (por ahora sólo focos que
se encuentren sobre un mismo eje horizontal —como el realizado con anterioridad— o
sobre un mismo eje vertical —es decir, uno arriba del otro—).
Con respecto a las preguntas del paso P7, ¿hay alguna diferencia en las respuestas?
P9. La figura encontrada siguiendo el procedimiento anterior se conoce como elipse; para
cualquier punto P de ella se cumple siempre que d (P,F1) + d (P,F2) = constante.
Escriba con sus palabras esta característica que define a la elipse y discuta con sus com-
pañeros su aporte.
6.2.3.2 Sesión 1: La elipse como lugar geométrico
Item Descripción
Archivo elipse.ggb
Temáticas Elipse, distancia entre dos puntos.
Tiempo 10 minutos
Observaciones A través de esta interactividad se pretende que el estudiante
consiga reconocer la principal característica geométrica de la
elipse y que permite definirla en términos de lugar geométrico
y de distancias entre puntos.
Esta corta interactividad complementa a la anterior y busca que el estudiante consiga per-
cibir claramente a la elipse como conjunto de puntos con una propiedad geométrica clara que
la define: la suma de las distancias de un punto cualquiera de esta a dos puntos fijos (focos) es
constante.
Una vez el estudiante abra el archivo deGeoGebra encontrará, en la vista gráfica, dos puntos
fijos (focos de la elipse) que a su vez son los centros de dos circunferencias de radio variable
(los dos segmentos mostrados). Estas circunferencias se cortan en un punto C que, una vez
iniciada la animación describirá una trayectoria curvilínea rodeando los dos focos; asímismo,
en una etiqueta en la parte inferior GeoGebramostrará los valores de los radios y su suma para
cualquier instante dado. Ver la figura 6.14.
El ejercicio propuesto a los estudiantes consiste en que aprecien y traten de describir en
términos formales (y que se asemejen en rigurosidad a las definiciones de las anteriores sec-
ciones cónicas) qué es una elipse. Para mejor visualización se invita a que activen la casilla de
mostrar rastro.
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Figura 6.14: Interactividad de la elipse como lugar geométrico (“método del jardinero”).
6.2.3.3 Sesión 2: Elementos y ecuación de la elipse (parte 1)
Item Descripción
Archivo elipse1.ggb
Temáticas Elipse, elementos de la elipse, ecuación de la elipse.
Tiempo 25 minutos
Observaciones A través de esta interactividad se pretende que el estudiante pueda
comprender de una mejor manera cuáles son los elementos de la
elipse y cómo estos, al ser modificados, alteran la forma y tamaño
de la elipse; repercutiendo adicionalmente en su ecuación.
Una vez el estudiante abra el archivo de GeoGebra correspondiente a esta actividad encon-
trará dos vistas gráficas: la de la izquierda que contiene una serie de elementos para interactuar
(que se describen con más detalle más adelante) y la de la derecha que permite visualizar en
tiempo real las manipulaciones hechas. Ver figura 6.15.
Los elementos de la vista gráfica de la izquierda son:
• Deslizadores para modificar las coordenadas del centro de la elipse (h y k),
• deslizadores para modificar la longitud de los semiejes mayor y menor (a y b),
• casillas de verificación para visualizar en la vista gráfica de la derecha los elementos de
la elipse,
• casillas de verificación para indicar la excentricidad y las ecuaciones de la elipse grafica-
da.
Los pasos sugeridos al estudiante son:
CAPÍTULO 6. PROPUESTA DIDÁCTICA 61
Figura 6.15: Interactividad de elementos y ecuación de la elipse (parte 1).
1. Indique a GeoGebra quemuestre la gráfica de la elipsemarcando la casilla de verificación
“Gráfica”.
2. Modifique los valores de los deslizadores h, k, a y b y observe con detenimiento cómo
varía la gráfica.
3. Repita el paso anterior pero con las casillas de verificación de “Excentricidad”, “Ecuación
canónica” y “Ecuación general” marcados. ¿Qué rango de valores puede tomar la excen-
tricidad?
4. Marque las casillas de verificación restantes de los diferentes elementos de la elipse (“Cen-
tro”, “Vértices”, “Focos”, etc) y relaciónelos con los valores de los deslizadores.
Ejercicio propuesto para el estudiante. Con ayuda de la interactividad se planteará el si-
guiente reto a los estudiantes: Construya una elipse centrada en el punto (2, –3), con semieje
mayor de medida 10 y con excentricidad 0.5 (modifique los deslizadores hasta hallar el valor
más cercano). ¿Cuántas elipses pueden construirse con estas indicaciones?
6.2.3.4 Sesión 3: Elementos y ecuación de la elipse (parte 2)
Item Descripción
Archivo elipse2.ggb
Temáticas Elipse, elementos de la elipse, ecuación de la elipse.
Tiempo 25 minutos
Observaciones Esta interactividad es continuación de la anterior y cumple
sus mismos propósitos; simplemente ofrece alternativas
adicionales de interacción.
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Esta interactividad complementa a la anterior y es muy similar a esta. La diferencia radica
en que aquí la forma de interactuar con el archivo no es a través de deslizadores sino de casillas
de entrada.
Adicionalmente se presentan las ecuaciones para determinar demanera analítica cada uno
de los elementos de la elipse toda vez que el estudiante haya indicado en la casilla de verifica-
ción respectiva que este debe mostrarse. En la figura 6.16 se aprecia esta interactividad.
Figura 6.16: Interactividad de elementos y ecuación de la elipse (parte 2).
Los pasos para esta actividad son idénticos a los anteriores (salvo por la forma de ingresar
los valores de a, b, h y k) pero adicionalmente se invita a analizar con mayor detalle las expre-
siones analíticas que determinan cada uno de los elementos de la elipse. Adicionalmente se le
invita a razonar un poco más acerca de cómo los valores de a y b —los semiejes— afectan la
gráfica y la forma de entender la elipse (esto es, cuando a > b, b > a y a = b).
Ejercicio propuesto para el estudiante. Mediante manipulación algebraica determinar una
ecuación para la excentricidad como función de a y b. Luego, usando esta expresión construya
elipses con semieje mayor a = 10 y de excentricidades 0.25, 0.5, y 0.75 , determinando pri-
mero el valor apropiado de b en cada caso (con la expresión hallada) y corroborando luego en
GeoGebra.
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6.2.3.5 Sesión 4: Ejemplo de aplicación: Primera ley de Kepler
Item Descripción
Archivo Elipse_planet.ggb
Temáticas Primera ley de Kepler, el Sistema Solar, elipse.
Aplicable a Matemáticas y física.
Tiempo 25 minutos.
Observaciones A través de esta interactividad se pretende que el estudiante tenga una
idea un poco más realista de las órbitas de los principales objetos del
Sistema Solar mediante la representación a escala de sus órbitas las
cuales él mismo podrá construir a partir de ciertos datos relevantes que
a su vez determinarán la ecuación elíptica de cada órbita.
En esta interactividad el estudiante podrá graficar las diferentes órbitas planetarias del
Sistema Solar —y también las de otros cuerpos relevantes— usando como referente dos pará-
metros astronómicos importantes: la excentricidad de la órbita y la longitud del semiejemayor.
Adicionalmente podrá crear órbitas de objetos hipotéticos (para apreciar cómo estos dos pa-
rámetros influyen tan decididamente en la forma de órbita).
En la figura 6.17 se aprecia la interactividad que incluye dos cuadros de entrada para indicar
los valores de la excentricidad (valor que satisface 0 < e < 1) y para especificar la longitud del
semieje mayor (limitado en este caso a valores entre cero y 50 unidades astronómicas (UA)).
Asimismo, también deslizadores para manipular estos mismos valores de formamás dinámica
si el estudiante así lo desea. El Sol se encuentra ubicado para esta interactividad en el punto
(0, 0) y la Tierra (punto azul T) a una distancia de 1 UA para propósitos de referencia.
Figura 6.17: Interactividad de aplicación de la elipse: Primera ley de Kepler.
En estamisma interactividad el estudiante puede disponer de una tabla con los valores soli-
citados para algunos cuerpos importantes de nuestro Sistema Solar (planetas, planetas enanos
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y un cometa). Dicha tabla se reproduce a continuación (los datos fueron tomados deWikipedia):














Cometa Halley 0.96799 17.857619
Una vez el estudiante haya jugado con la interactividad se le invita a dos cosas:
1. Hallar una expresión general para la ecuación de estas órbitas a partir de la excentricidad
(e) y longitud del semieje mayor (a), y
2. a que con esta intente reproducir por él mismo la interactividad para que ponga en prác-
tica lo aprendido y se familiarice aún más con GeoGebra.
La ecuación a la que el estudiante ha de llegar es








Nota: La interactividad posee adicionalmente dos botones: “Animar” y “Detener”; estos, al
ser pulsados, controlan la animación del cuerpo (planeta o cometa) realizando una ilustración
simplificada de la segunda ley de Kepler la cual nos da a entender que las velocidades orbitales
no son constantes sino que varían a lo largo de la trayectoria, siendo mayores para cuando los
cuerpos están más cerca del Sol y menores en caso contrario.
Ejercicio propuesto para el estudiante. Proponga al estudiante la siguiente actividad:
El área encerrada por una elipse equivale a A = πab donde a y b son las longitudes
de los semiejes mayor y menor respectivamente. Determine una expresión mate-
mática del área de la elipse como función de el semieje mayor a y la excentricidad
e. Luego, determine las áreas encerradas por las órbitas de los 9 planetas del Siste-
ma Solar usando esta ecuación. Use los datos de la tabla anexa en la interactividad.
(Ayuda: a2 = b2 + c2, y e = c/a)
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Respuesta: Tenemos que b2 = a2 – c2 y que c = ea, por lo que b =
√
a2 – e2a2 = a
√
1 – e2. De
este modo tendríamos que A = πa2
√
1 – e2.
Con respuesto a la relación de áreas el estudiante debería entregar una tabla similar a la
siguiente:
Cuerpo Excentricidad Semieje mayor (UA) AO. planeta (UA
2)
Mercurio 0.20563069 0.387098 0.1466
Venus 0.00677323 0.723327 0.5232
Tierra 0.01671123 1.00000261 0.9999
Marte 0.093315 1.523679 2.3115
Júpiter 0.04839266 5.204267 27.0527
Saturno 0.05415 9.5820172 91.6803
Urano 0.044405586 19.22941195 369.4055
Neptuno 0.00858587 30.10366151 906.1970
6.2.4 Unidad didáctica IV: La hipérbola
6.2.4.1 Sesión 0: Descubriendo la hipérbola
Abra nueva sesión de GeoGebra y siga las siguientes indicaciones:
P1. Con la herramienta “Punto” cree dos puntos nuevos en las coordenadas (–1, 2) y (7, 2). A
estos renómbrelos como F1 y F2 , respectivamente, ya que serán los “focos” de nuestra
figura (Nota: Para lograr esto escriba F_1 y F_2 según el caso). Adicionalmente para estos
dos puntos active en sus propiedades la opción de “Objeto fijo”.
P2. Para la curva que vamos a crear necesitaremos un valor especial —de manera similar a la
elipse— al cual llamaremos dVV (de “distancia vértice a vértice”) con la restricción de que
debe ser positivo pero menor que 8 (que es, para este caso, la distancia entre F1 y F2);
digamos que dVV = 6.
Cree un deslizador llamado r1 cuyos límites sean: mínimo 1 y máximo 10. El valor del
límite inferior se establece de (8 – 6)/2, y el límite superior está dado por comodidad
(podría ser más grande... pero no resultaría muy práctico).
P3. Con la herramienta “Circunferencia (centro, radio)” proceda a crear cuatro círculos de la
siguiente manera: dos con centro en F1 y radios r1 y r1 + 6 (el valor de dVV); y otros dos
con el mismo criterio pero centrados en F2.
P4. Con la herramienta “Intersección” determine los puntos en que se cortan las circunferen-
cias obtenidas en el paso anterior de la siguiente manera:
• Entre la circunferencia centrada en F1 y radio r1 con la circunferencia centrada en
F2 y radio r1 + 6.
• Entre la circunferencia centrada en F1 y radio r1 + 6 con la circunferencia centrada
en F2 y radio r1.
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Dicho de otro modo, entre la circunferencia pequeña de la izquierda y la grande de la
derecha, y entre la circunferencia grande de la izquierda y la pequeña de la derecha.
GeoGebra habrá de indicar cuatro puntos (A, B, C y D)
P5. Una vez hecho lo anterior oculte las cuatro circunferencias (desactivando su visualización
en el recuadro de propiedades de cada una) y active el trazo de los cuatro puntos de
intersección.
P6. Con la herramienta “Segmento” cree dos segmentos; uno de A a F1 y otro de A a F2 y
renómbrelos respectivamente como d1 y d2. Cree ahora una nueva variable en la consola
de la parte inferior escribiendo dVV=abs(d_2-d_1), y dé Enter.
P7. Proceda a mover el deslizador r1 a lo largo de todo su rango y observe detenidamente la
figura obtenida.
P8. Responda las siguientes preguntas:
• ¿Qué tipo de curva se obtuvo? Describa con sus palabras las características más re-
levantes de esta.
• Mientras mueve el deslizador r1, ¿qué se observa con respecto al valor de sVV? (Este
valor aparece en la ventana de vista algebraica de GeoGebra)
• De acuerdo a cómo se definió la variable dVV en GeoGebra, ¿cómo podríamos des-
cribir analíticamente la cualidad que tienen todos los puntos de la curva obtenida?
P9. Repita los pasos P1 a P7 con otros valores para los focos y dVV (por ahora solamente focos
sobre un mismo eje horizontal —como el desarrollado— o sobre un mismo eje vertical
—es decir, uno arriba del otro—).
Vuelva a analizar las preguntas de P8.
P10. La curva obtenida de acuerdo al procedimiento anterior se conoce como hipérbola; para
cualquier punto P de una hipérbola se cumple que
∣∣d (P,F1) – d (P,F2)∣∣ = constante.
Con sus propias palabras dé su propia definición de hipérbola en concordancia con lo
aprendido en el anterior procedimiento. Socialice y discuta con sus compañeros su apor-
te.
6.2.4.2 Sesión 1: Elementos de la hipérbola
Item Descripción
Archivo Hiperbola1.ggb
Temáticas Hipérbola, elementos de la hipérbola.
Tiempo 25 minutos
Observaciones A través de esta interactividad se pretende que el estudiante pueda
comprender de una mejor manera cuáles son los elementos de la
hipérbola y cómo estos, al ser modificados, alteran la forma y tamaño
de la hipérbola.
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Una vez el estudiante abra el archivo de GeoGebra correspondiente a esta actividad encon-
trará dos vistas gráficas: la de la izquierda que contiene una serie de elementos para interactuar
(que se describen con más detalle más adelante) y la de la derecha que permite visualizar en
tiempo real las manipulaciones hechas. Ver figura 6.18.
Figura 6.18: Interactividad de elementos de la hipérbola.
Los elementos de la vista gráfica de la izquierda son:
• Casillas de verificación para indicar a GeoGebra si la hipérbola a tratar posee eje focal
horizontal o vertical,
• deslizadores para modificar las coordenadas del centro de la hipérbola (h y k),
• deslizadores para modificar la longitud de los semiejes real y conjugado (a y b),
• casillas de verificación para visualizar en la vista gráfica de la derecha los elementos de
la elipse,
Los pasos sugeridos al estudiante son:
1. Indique a GeoGebra el tipo de hipérbola a tratar (primero una con eje focal paralelo al eje
x).
2. Modifique los valores de los deslizadores h, k, a y b y observe con detenimiento cómo
varía la gráfica.
3. Repita el paso anterior pero para una hipérbola con eje focal paralelo al eje y.
4. Marque las casillas de verificación restantes de los diferentes elementos de la elipse (“Cen-
tro”, “Vértices”, “Focos”, etc) y relaciónelos con los valores de los deslizadoresmodificando
al tiempo sus valores.
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Ejercicio propuesto para el estudiante. Con ayuda de la interactividad se planteará el si-
guiente reto a los estudiantes: Construya una elipse centrada en (0, –2), semieje conjugado
b = 3 y con uno de sus vértices sobre el origen.
6.2.4.3 Sesión 2: Elementos y ecuación de la hipérbola
Item Descripción
Archivo Hiperbola2.ggb
Temáticas Hipérbola, elementos de la hipérbola, ecuación de la hipérbola.
Tiempo 25 minutos
Observaciones Esta interactividad es continuación de la anterior y cumple
sus mismos propósitos; simplemente ofrece alternativas
adicionales de interacción.
En esta interactividad se complementa la anterior mediante la vinculación de las expresio-
nes analíticas que permiten determinar los diferentes elementos de la hipérbola y adicional-
mente la visualización de la ecuación.
Esta actividad funciona de manera similar a la anterior y los pasos son en esencia los mis-
mos, salvo por el hecho de que se encuentran agrupados por páginas a las que se accede me-
diante el botón “Siguiente” y “Anterior”; adicionalmente la forma en que se interactúa con los
valores de los parámetros no es mediante deslizadores sino de casillas de entrada. Ver figura
6.19.
Figura 6.19: Interactividad de elementos y ecuación de la hipérbola.
Aquí se invita al estudiante a manipular (como ya antes lo ha hecho) con los diferentes
elementos y contraste cada variación en los parámetros (h, k, a y b) con los elementos y ecuación
de la hipérbola y con su gráfica al lado derecho.
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Ejercicio propuesto para el estudiante. Indique al estudiante que construya, con ayuda de
GeoGebra, una hipérbola con valores de a y b tales que las asíntotas sean perpendiculares entre
sí. Una vez lo haya logrado intuya en qué circunstancias esto siempre se producirá; corrobore
sus conclusiones en la interactividad.
6.2.4.4 Sesión 3: Ejemplo de aplicación: Detector de explosiones
Item Descripción
Archivo Hiperbola_dist.ggb
Temáticas Velocidad del sonido, movimiento rectilíneo, hipérbola.
Aplicable a Matemáticas y física.
Tiempo 25 minutos.
Observaciones A través de esta interactividad se pretende que el estudiante repase
los conceptos relacionados con el movimiento rectilíneo uniforme
aplicados al caso del sonido en el aire. Aquí de nuevo el estudiante
no solo podrá entretenerse mientras se educa sino que encontrará que
las aplicaciones de las cónicas pueden ser realmente muy útiles como
variadas y que la geometría en general puede ser muy útil a la hora
de resolver problemas del mundo real.
Esta interactividad reproduce de manera simplificada una herramienta ideada durante la
Segunda GuerraMundial (y de hecho aún usada para diferentes contextos) en la que las fuerzas
armadas aliadas plantaron una extensa red de micrófonos en lugares estratégicos los cuales
detectaban explosiones y, a partir de las diferencias de tiempo con que eran captadas por los
receptores podían determinar con precisión el lugar exacto de la explosión.
En este caso se cuenta con tres estaciones de escucha (puntos A, B y C) ubicadas en ciertos
lugares referenciados de acuerdo a un punto “origen” común y una serie de deslizadores los
cuales permitirán establecer al estudiante el tiempo en segundos (a partir de un instante de
referencia) en que se captó una explosión dada por cada una de las estaciones.
En la figura 6.20 se aprecia el esquema en donde (para el caso mostrado) la estación B de-
tecta una explosión y luego las otras dos (C lo detecta 3.7 segundos después deB, y A con retraso
de 7.1 segundos). Las hipérbolas mostradas (en gris) cuyos focos son las tres parejas posibles
de estaciones se intersecan en una serie de puntos (marcados con una × color marrón), entre
los cuales hay dos para los que se cruzan las tres hipérbolas simultáneamente: (1.414, 0.436) y
(–0.715, –0.882). De estos dos solamente uno corresponde al real y es, por supuesto, el que se
halle más cerca de B que fue la primera estación en captar el sonido de la explosión.
El estudiante es invitado por tanto a realizar diferentes manipulaciones de los tiempos de
escucha y observar cómo las hipérbolas se mueven y muestran diferentes puntos. Se pedirá
ensaye todas las posibilidades que se le ocurran incluyendo que las tres estaciones escuchen
la explosión simultáneamente.
Después se invita al estudiante a que reproduzca la interactividad por su cuenta usando la
herramienta de construcción de hipérbolas estableciendo, como primera medida (esto a ma-
nera de ayuda) la distancia entre los vértices de cada hipérbola a partir de las diferencias de
tiempo entre estaciones usando la velocidad de propagación del sonido en el aire (adviértase
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Figura 6.20: Interactividad de aplicación de la hipérbola: Detector de explosiones.
que para que la simulación tenga sentido, la velocidad del sonido usada —ya que la distancia
está medida en km— ha de ser de 0.34 km/s).
Ejercicio propuesto para el estudiante. Proponga al estudiante para que con ayuda de la in-
teractividad resuelva el siguiente problema:
En la ciudad esquematizada en la interactividad (es decir, suponiendo que las esta-
ciones de escucha están ubicadas en los lugares mostrados) determine la ubicación
de una explosión captada inicialmente por la estación C y, seguidamente, 2.3 se-
gundos después por la estación A y que 1.1 segundos después de A es captada por
B.
Respuesta: Usando la interactividad tendríamos que establecer los siguientes valores en los des-
lizadores: tC = 0, tA = 2.3, y tB = 3.4 (que equivale a 2.3 + 1.1). Ahora, buscando los puntos
donde se intersecan las tres parábolas tendríamos a (0.0282, 0.8636) y a (0.4426, –0.8382). De los
dos dados escogemos el segundo ya que es evidentemente el más cercano a la estación C que
fue donde primero se captó la explosión. En conclusión, la explosión se dio aproximadamente
a 443 metros al este del punto de referencia y 834 metros al sur del mismo.
Capítulo 7
Metodología
Esta propuesta didáctica se enmarca dentro del uso de las TIC, más concretamente del
software de geometría dinámica GeoGebra, para la enseñanza de las secciones cónicas en el
grado décimo de la I.E. Esteban Rojas Tovar del municipio de Tarqui (Huila).
La característica fundamental que se pretendió alcanzar y que de alguna manera descri-
be la actividad fue la de crear un ambiente interactivo y dinámico en el que se involucren los
conceptos propios de la temática en cuestión con un entorno computacional en el que el estu-
diante manipule —primero de manera orientada y luego completamente libre— los elementos
y parámetros involucrados para que redescubra las relaciones tanto geométricas como alge-
braicas presentes en cada cónica, así como sus propiedades y potencial utilidad (vistas en las
interactividades de aplicación).
De esta manera se buscó en los estudiantes no sólo la meta de la competencia alcanzada,
sino también la de crear un ambiente propicio de motivación y de libre ejercicio de la curio-
sidad; esto en virtud de las bondades que un software de geometría dinámica como GeoGebra
puede ofrecer: interacción, visualización de los cambios realizados (geométricos y algebraicos)
en tiempo real, y posibilidad de creación de animaciones y actividades dinámicas.
Todas las actividades, tanto las de orientación como las de evaluación (salvo el pre-test y
el pos-test), correspondieron a interactividades desarrolladas en GeoGebra que guían al estu-
diante en la construcción de cada cónica a partir de sus propiedades y elementos geométricos
y de manera inmediata los vincula con su expresión analítica algebraica. Esto con el propósito
de facilitar al estudiante la relación entre uno y otro tipos de pensamiento matemático (ejes de
la geometría analítica).
Con respecto al seguimiento y evaluación se observaron tanto parámetros cualitativos co-
mo cuantitativos. Los primeros mediante seguimiento continuo en todas las actividades, y los
segundos a la hora de la evaluación (pre-test, pos-test, y en cada cónica).
Para el desarrollo de esta metodología se consideraron los siguientes pasos:
• Diagnóstico de los recursos físicos —más concretamente tecnológicos— a usar durante el
desarrollo de la propuesta, así comode los humanos—los estudiantes de los dos grupos—.
• Diagnóstico de presaberes e ideas previas por parte de los estudiantes (grupo control y
experimental) con respecto a la temática de las secciones cónicas.
• Aplicación de la propuesta didáctica: interactividades con GeoGebra.
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• Aplicación del pos-test a los dos grupos para establecer una valoración cuantitativa de
los resultados obtenidos.
• Análisis y conclusiones a partir de los resultados obtenidos.
7.1 Diagnóstico de los recursos
La I.E. Esteban Rojas Tovar del municipio de Tarqui (Huila) cuenta con una sala de informá-
tica con cuarenta (40) computadores portátiles —todos funcionales— con el sistema operativo
Windows 8 y en todos ellos GeoGebra instalado. Esta cantidad de equipos fue más que sufi-
ciente como para que cada estudiante contara con su propia herramienta de trabajo.
Adicionalmente, esta sala dispone de aire acondicionado y un videobeam; el primero brinda
comodidad y bienestar para el grupo y el segundo proporciona un gran servicio para guiar las
actividades y como elemento aclaratorio.
Desde el punto de vista de los recursos humanos se mencionan dos grupos de estudiantes
de grado décimo de la I.E. Esteban Rojas Tovar (que hacen las veces de grupo de control y
experimental). En total hay 29 estudiantes dentro del grupo control y 31 en el experimental. La
distribución de los estudiantes por sexo y por procedencia (rural o urbana) se describen en las
tablas 7.1 y 7.2 respectivamente.
Tabla 7.1: Distribución de estudiantes por sexo.
Distribución por sexo
Hombres Mujeres Total
G. Control 13 16 29
G. Experimental 10 21 31
Total 23 37 60
Tabla 7.2: Distribución de estudiantes por procedencia.
Distribución por procedencia
Urbano Rural Total
G. Control 26 3 29
G. Experimental 26 5 31
Total 52 8 60
En resumen, el 62%de los estudiantes corresponden amujeres y el 87% son del casco urbano
del municipio.
Vale la penamencionar que en el grupo experimental hay un estudiante que presenta disca-
pacidad: retardomental leve. Sin embargo, esta no fue limitante para que el estudiante pudiese
desarrollar las actividades propuestas.
Otro dato de vital relevancia a la hora de determinar el impacto de la metodología propues-
ta tiene que ver con el hecho de que los dos grupos recibieron una intensidad horaria diferente.
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Por política de la institución cada grado recibe horas adicionales de profundización en alguna
asignatura. El grupo control —que corresponde en la institución al grado 102— recibe profun-
dización en matemáticas; mientras que el grupo experimental —que en la institución corres-
ponde al grado 101— recibe profundización en química. Esto implica que la intensidad horaria
en matemáticas para el grupo control es de 5 horas semanales mientras que el experimental es
de 3.
Es importante también advertir que a los estudiantes se les dio unas sesiones de intro-
ducción a GeoGebra. A la hora de iniciar las actividades relacionadas con la propuesta éstos
ya conocían y manipulaban satisfactoriamente los principales elementos y herramientas de
construcción con las que cuenta GeoGebra para objetos en dos dimensiones. Entre estos :
• Ventanas de entrada (o consola), de vista 2D, y algebraica.
• Seleccionar y mover objetos.
• Crear puntos, señalar intersección entre objetos y punto medio.
• Construir rectas, segmentos, semirectas, vectores.
• Determinar una recta perpendicular o una recta paralela.
• Construcción de polígonos, circunferencias, arcos.
• Transformaciones mediante simetría, rotación, traslación.
• Agregar anotaciones, medir segmentos y ángulos.
• Crear y usar deslizadores y cuadros de entrada.
• Mover y desplazar vista gráfica.
• Modificar las propiedades de los objetos.
• etc.
7.2 Diagnóstico del Pre-test
El pre-test fue aplicado a la totalidad de estudiantes tanto del grupo control como del ex-
perimental (27 de abril de 2017). Los resultados se describen con mayor detalle en el capítulo
dedicado al análisis de resultados y fue de especial utilidad para detectar fortalezas y aspectos
por mejorar en los estudiantes con respecto a los preconceptos claves de geometría analítica y
sobre algunas de las curvas cónicas. Asímismo, fue el principal elemento de comparación para
analizar los resultados obtenidos en el pos-test.
El examen utilizado en el pre y pos-test se encuentra en el anexo A, consta de 20 preguntas
con respuestas de selección múltiple.
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7.3 Desarrollo de la propuesta didáctica con GeoGebra
El desarrollo de la propuesta didáctica se realizó de acuerdo a las unidades y actividades
descritas en el capítulo Propuesta didáctica.
Cada una de las actividades se desarrolló con el debido acompañamiento y asesoría cuando
fue necesario, aun cuando, como ya antes se mencionó, los estudiantes ya cuentan con un
manejo básico (pero suficiente) de GeoGebra para el desarrollo de las interactividades.
En cada sesión se complementó cada actividad con un apartado destinado al diálogo y a la
discusión de cada interactividad en la que los estudiantes aportaban sus observaciones, expe-
riencias y conceptos aprendidos y construidos durante dicha sesión. Todo esto fue tenido en
cuenta para la valoración final de la propuesta didáctica.
7.4 Diseño y aplicación del Pos-test
El pos-test fue aplicado (11 de julio de 2017) a los dos grupos y los resultados se pueden apre-
ciar con mayor detalle en el capítulo destinado a los Análisis de resultados. El objetivo principal
de esta actividad fue el de tener una herramienta sólida para determinar el progreso de los
estudiantes dentro de un enfoque cuantitativo.
Estos resultados, junto con las anotaciones y observaciones realizadas durante todo el pro-
ceso son los que, en últimas, determinaron las bondades de esta propuesta y ayudaron a clarifi-
car cómo esta afectó al aprendizaje de las cónicas e incluso cómo esta puede complementarse y
modificarse para obtener aún mejores resultados. Todos estos análisis se expresan de manera
más puntual en el capítulo de las Conclusiones y recomendaciones.
Capítulo 8
Análisis de resultados
En las figuras 8.1 y 8.2 se aprecia un resumen amanera de relación porcentual de respuestas
para cada pregunta del pre-test y pos-test, respectivamente, para cada uno de los grupos de
estudio.
Figura 8.1: Relación porcentual de respuestas correctas para el Pre-test.
Figura 8.2: Relación porcentual de respuestas correctas para el Pos-test.
Para el caso del pre-test se apreció que en el grupo control los estudiantes acertaron en
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promedio al 28.6% de las respuestas, mientras que para el grupo experimental este valor fue
del 30.5%.
En el caso del pos-test los porcentajes de respuestas correctas fue en promedio de 40.7%
para el grupo control y de 69.2% para el experimental.1 (En la tabla 8.1 se aprecia con mayor
detalle esta información)
Es evidente que se apreció una mejora en ambos grupos luego de que la temática fuera
tratada (independientemente de la metodología); sin embargo la mejora fue un mayor para el
grupo experimental a pesar de que desde el comienzo este ya mostraba mejor dominio de la
temática. Los incrementos fueron del 12.1% y del 38.7% para los grupos control y experimental,
respectivamente.
Se pudo constatar adicionalmente que la cantidad de preguntas en las que el grupo control
superó porcentualmente en respuestas correctas al experimental fue de seis para el pre-test
y ninguna en el pos-test lo que evidencia nuevamente una mejoría más notoria en el grupo
experimental.
Una observación importante que vale la pena mencionar es que los mejores resultados se
obtuvieron (por parte de ambos grupos) para aquellas preguntas que implicaban un compo-
nente teórico geométrico mayor; no ocurrió así con las preguntas que requerían de un mejor
manejo por parte de los estudiantes del componente algebraico (6, 7, 11, 13, 16, 17, 18 y 19). Esto
pone en evidencia falencias en este importante aspecto y que se remontan a grados anteriores.
Adicionalmente es importante mencionar que, aunque sí se apreció mejoría en ambos gru-
pos, una limitante importante y que condicionó enormemente los resultados fue la abrupta
interrupción de las clases durante el Paro Nacional de Docentes que obligó a romper la conti-
nuidad de la actividad y a plantear estrategias alternas paramitigar sus efectos. Una de ellas fue
un completo repaso (para los dos grupos) de la temática relacionada con las secciones cónicas,
así como un repaso adicional del manejo de GeoGebra para el grupo experimental.
1 Nota: Para una mejor visualización pregunta a pregunta se sugiere ver las figuras B.1 a B.20.
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Tabla 8.1: Presentación de resultados porcentuales (por pregunta) tras aplicación del pre y pos-
test a los grupos Control (GC) y Experimental (GE).
Pre-test Pos-test
Pregunta GC (%) GE (%) GC (%) GE (%)
1 48.3 51.6 69.0 93.5
2 51.7 41.9 62.1 77.4
3 17.2 19.4 93.1 96.8
4 17.2 16.1 41.4 67.7
5 13.8 22.6 37.9 74.2
6 31.0 35.5 27.6 67.7
7 55.2 45.2 62.1 64.5
8 44.8 35.5 51.7 80.6
9 27.6 45.2 20.7 67.7
10 51.7 29.0 48.3 83.9
11 24.1 25.8 31.0 67.7
12 13.8 41.9 34.5 64.5
13 13.8 16.1 24.1 54.8
14 34.5 32.3 37.9 64.5
15 17.2 12.9 31.0 58.1
16 20.7 12.9 27.6 58.1
17 17.2 25.8 24.1 71.0
18 24.1 35.5 27.6 61.3
19 31.0 41.9 37.9 51.6
20 17.2 22.6 24.1 58.1
Promedio 28.6 30.5 40.7 69.2
Capítulo 9
Conclusiones y recomendaciones
Durante el desarrollo de esta propuesta se pudo evidenciar una serie de hechos los cuales
se resaltan en este apartado a manera de conclusiones. Entre estos se tienen:
• En términos generales se notó unamejor disposición hacia la temática por parte del gru-
po experimental. Se piensa, de acuerdo a la opinión de algunos estudiantes, que esto es
debido al carácter dinámico, interactivo y más visual (todo lo anterior gracias a GeoGe-
bra) de la propuesta.
• Con la ayuda de GeoGebra y las interactividades se logró que los estudiantes del grupo
experimental comprendieran mejor los elementos de las cónicas y la incidencia en la
figura de realizar ciertos cambios a los valores de los parámetros da cada una de ellas.
Esto se pudo observar durante el desarrollo de la actividad y en los resultados del pos-
test.
• Como se mencionó en el capítulo de análisis de resultados, hubo un mayor progreso por
parte del grupo experimental; tras abarcada la temática el grupo control mejoró un 12.1%
en cuanto al promedio de respuestas correctas, mientras que para el experimental la
mejoría en este aspecto fue de un 38.7%.
• El progreso del grupo experimental por sobre el grupo control también se evidenció en la
cantidad de preguntas en que porcentualmente uno superó al otro en cada test aplicado:
en el pre-test el grupo experimental superó al control en 14 de 20 preguntas; mientras
que en el pos-test esta diferencia se incrementó llegando a superar uno al otro en el total
de las 20 preguntas.
• Las bondades de la propuesta planteada se reafianzan en el hecho de que el grupo control
contaba con una intensidad horaria mayor a la del experimental (cinco horas a la semana
para el control versus tres para el experimental) durante las cuatro semanas de trabajo.
Esto es debido a una política de horas de refuerzo por parte de la institución educativa. Sin
embargo, a pesar de esta notable ventaja para el grupo control, los resultados obtenidos
mostraron un progreso mayor en el experimental.
• Un aspecto que hay que resaltar es que, aunque se evidenció progreso en ambos grupos
tras el desarrollo de la temática, ambos grupos siguen mostrando falencias en la parte
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algebraica; esto se evidencia en el hecho de que los test mostraronmejores resultados en
las preguntas teóricas y/o de mayor componente geométrico que en aquellas en las que
el estudiante requería de manipular las ecuaciones de las cónicas o las fórmulas para sus
parámetros.
• Si bien hubo un progreso general por parte de ambos grupos para la actividad, quizá
los resultados pudieron quedar cortos en virtud de que el Paro Nacional Docente cortó
abruptamente la secuencia del trabajo, desmotivó a algunos estudiantes y el largo tiem-
po de cese de actividades modificó el ritmo de trabajo; por ende esto obligó a plantear
estrategias para mitigar estos efectos y adoptarlas en el camino.
A manera de recomendación se sugiere, en virtud de los resultados obtenidos, que este
tipo de actividades y propuestas sean tenidas más en cuenta por parte de los docentes de ma-
temáticas, principalmente al enseñar la geometría; el aporte de las herramientas de geometría
dinámica como GeoGebra es clave para motivar y aprender mejor: de una manera dinámica,
interactiva y más visual, acorde a los nuevos tiempos y las nuevas tecnologías.
Así mismo, un estudio similar enmejores condiciones —es decir, sin interrupciones— pue-
de entregar nuevas visiones e ideas, junto con resultados que permitan reafianzar lo alcanzado
en esta actividad e incluso, mejorarlo.
Anexo A
Examen diagnóstico
A continuación se presenta el examen diagnóstico aplicado a los estudiantes de grado dé-
cimo de la I.E. Esteban Rojas Tovar de Tarqui–Huila.
El examen consta de 20 preguntas de selección múltiple con única respuesta. Al final se
encuentra el apartado para que el estudiante marque la respuesta que considere correcta para
cada pregunta.
Este examen fue aplicado el día 27 del mes de abril de 2017.
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Fecha: / / 2017
Objetivo: Conocer los presaberes de los estudiantes con relación a la temática de las figuras cónicas.
1. ¿Qué es una sección cónica?
a) Un corte en un plano.
b) La curva producto de intersecar un cono y un
plano.
c) Todas las curvas que resultan de la intersección
entre un cono y un plano.
d) Un corte en 2 conos.
2. ¿Cuáles son los elementos de la hipérbola?
a) Asíntotas, eje transversal, eje conjugado, vérti-
ces, centro.
b) Foco, asíntotas, eje menor, vértices, centro.
c) Foco, asíntotas, eje transversal, eje conjugado,
vértices, centro.
d) Foco, asíntotas, eje mayor, eje menor, vértices.
3. ¿Cuáles son las secciones cónicas?
a) Circunferencia, elipse, parábola, hipérbola,
punto.
b) Círculo, elipse, parábola, hipérbola, punto.
c) Circunferencia, elipse, parábola, hipérbola.
d) Circunferencia, elipse, parábola, punto.
4. ¿Cuáles son los elementos de la elipse?
a) Directriz, focos, centro, vértice, eje mayor.
b) Directriz, focos, vértice, eje mayor, eje menor.
c) Focos, centro, eje mayor, eje menor.
d) Focos, centro, vértices, eje mayor, eje menor.
5. Parámetro que mide la abertura mayor o menor de





6. El punto (−2, 1) pertenece a la parábola:
a) y = x2 − 4
b) y = −x2 + 9
c) y = x2 − 3
d) y = x2 + 3











a) x2 − y2 − 4x − 8y + 9 = 0
b) x2 + y2 − 6x − 6y + 9 = 0
c) x2 + y2 − 6x + 6y + 19 = 0
d) x2 + y2 − 4x − 8y + 19 = 0
8. Podemos definir una parábola como
a) el lugar geométrico de todos los puntos que
equidistan de un punto común llamado centro.
b) el lugar geométrico de todos los puntos que
equidistan de un punto común llamado foco y
de una recta llamada directriz.
c) el lugar geométrico de todos los puntos que
equidistan de dos punto comunes llamados fo-
cos.
d) el lugar geométrico de todos los puntos que
equidistan de una recta llamada directriz.









a) (x + 2)2 + (y + 2)2 = 3
b) (x − 2)2 + (y − 2)2 = 3
c) (x + 2)2 + (y + 2)2 = 9
d) (x + 2)2 + (y − 2)2 = 9
1
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10. La ecuación canónica de una parábola es
(x − h)2 = 4p(y − k)





11. Según la ecuación canónica de la parábola
(y − k)2 = 4p(x − h)
la proposición incorrecta es:
a) La coordenada del foco es f (h + p, k).
b) El vértice es v(h, k).
c) La directriz es x = h + p.
d) El eje de simetría es y = k.
12. La gráfica que representa la circunferencia
(x − 1)2 + (y − 1)2 = 4





























13. Según la ecuación
(y + 5)2 = 12(x − 3)
la proposición correcta es:
a) Es una parábola que abre hacia la derecha y su
vértice es v(−3, 5).
b) Es una parábola que abre hacia arriba y su vér-
tice es v(3,−5).
c) Es una parábola que abre hacia la derecha y su
vértice es v(3,−5).
d) Es una parábola que abre hacia arriba y su vér-
tice es v(−3, 5).





a) (x − h)2 = −4p(y − k)
b) (y − k)2 = 4p(x − h)
c) (x − h)2 = 4p(y − k)
d) (y − k)2 = −4p(y − h)














































a) El eje de simetría es x = 0.
b) El vértice es el punto (0,−1).
c) El eje de simetría es y = 0.
d) Ninguna de las anteriores.
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17. Al representar gráficamente
(x + 3)2 + y = 4
se obtiene una
a) circunferencia con radio r = 2.
b) elipse con eje focal 2a = 8.
c) hipérbola con centro en (−3, 2).
d) parábola con vértice en (−3, 4).









































19. La ecuación de una circunferencia es
(x + 1)2 + (y − 2)2 = r2;
para que esta circunferencia pase por el punto (3, 5)
el valor del radio r debe ser:
a) r = 4
b) r = 5
c) r = 16
d) r = 25















20. La ecuación correspondiente a esta parábola es:
a) −(x + 1)2 = (y − 4)
b) (x + 1)2 = −4(y + 4)
c) (x − 1)2 = 4(y + 4)
d) −(x − 1)2 = 4(y − 4)
Marca la respuesta correcta.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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b) 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d)                    
3
Anexo B
Relación de respuestas de los
estudiantes (pre y pos-test)
En este apartado se muestra, de manera gráfica y con detalle, la relación de respuestas
dadas por los estudiantes de cada grupo (control y experimental) para los dos exámenes (pre y
pos-test). Se resalta en verde la respuesta correcta para cada pregunta.
Figura B.1: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 1.
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Figura B.2: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 2.
Figura B.3: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 3.
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Figura B.4: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 4.
Figura B.5: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 5.
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Figura B.6: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 6.
Figura B.7: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 7.
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Figura B.8: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 8.
Figura B.9: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 9.
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Figura B.10: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 10.
Figura B.11: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 11.
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Figura B.12: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 12.
Figura B.13: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 13.
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Figura B.14: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 14.
Figura B.15: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 15.
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Figura B.16: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 16.
Figura B.17: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 17.
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Figura B.18: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 18.
Figura B.19: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 19.
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Figura B.20: Respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta No. 20.
Anexo C
Evidencias fotográficas
Figura C.1: Aplicación del pre-test y del pos-test (respectivamente).
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Figura C.2: Asesoría con el grupo experimental acerca del uso de GeoGebra.
Figura C.3: Presentación de las interactividades (circunferencia en este caso).
Figura C.4: Explicación dinámica de la temática con ayuda de GeoGebra.
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Figura C.5: Estudiantes trabajando en las actividades de aplicación.
Figura C.6: Estudiantes trabajando de manera individual con las interactividades.
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Figura C.7: Estudiantes siguiendo las indicaciones y explorando las interactividades.
Figura C.8: Estudiantes manipulando los parámetros de las cónicas y visualizando los cambios
geométricos obtenidos.
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Figura C.9: La participación de los estudiantes fue una constante motivados por el dinamismo
que ofrece GeoGebra.
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